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Résumé

On considere K un corps complet pour une valuation discrete, de caractéristique nulle
et dont le corps résiduel est supposé parfait de caractéristique p. On appelle e l'indice
de ramification absolue de K, Ok son anneau des entiers, et K une cloture algébrique.
Soit X un schéma propre et lisse sur K admettant un modele propre et semi-stable X
sur Og. Généralisant les résultats de Breuil (valables pour e = 1), on démontre dans cet
article un isomorphisme de périodes reliant le r-ieme groupe de cohomologie étale de X
a coefficients dans Z/p"Z et un r-iéme groupe de cohomologie log-cristalline de la fibre
spéciale de X. Nous avons toutefois les restrictions er <p—1lete(r+1)<p—1sin > 1.

On en déduit une preuve complete de la conjecture de Serre sur I'inertie modérée (voir

[Ser72]).
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1 Introduction

Tout au long de cet article, on considere p un nombre premier et k£ un corps parfait de
caractéristique p. On note W = W (k) 'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans k et K
son corps des fractions. On note o le Frobenius sur k, sur W et sur Ky. On considere K une
extension totalement ramifiée de K de degré e. On fixe 7 une uniformisante de K et on note
FE (u) son polynoéme minimal sur K. Il s’agit d’un polynéme d’Eisenstein. On note de plus O
I'anneau des entiers de K. Le corps résiduel Ok /7 s’identifie a k.

On fixe K (resp. k) une cloture algébrique de K (resp. de k) et on définit G (resp. Gy)
comme le groupe de Galois absolu de K (resp. de k). On désigne par K™ (resp. K™") 'extension
maximale non ramifiée (resp. modérément ramifiée) de K et par I (resp. I) le groupe d’inertie
(resp. d’inertie sauvage), c’est-a-dire le groupe de Galois de K sur K™ (resp. sur K™). Le
quotient I, = I /I est le groupe d’inertie modérée.

Le but de cet article est de comparer, lorsque X est un schéma propre et semi-stable sur
Ok, la cohomologie log-cristalline (définie par Kato — voir [Kat89]) de la fibre spéciale de X et
la cohomologie étale de Xz = X X, K. Ces théorémes de comparaison s’inscrivent dans une
grande lignée amorcée par Grothendieck, Tate et Raynaud et poursuivie par Fontaine, Messing,
Faltings, Kato, Tsuji, Breuil... Nous nous intéressons particulierement aux cas des coefficients
de torsion. Précisément nous étendons les résultats de [Bre98] et obtenons le théoreme :



Théoreme 1.1. On garde les notations précédentes et on fixe v un entier vérifiant er < p — 1.
Si X, = X Xo, Ok /p", on a un isomorphisme canonique de modules galoisiens :

Hiy( X, /" 2)(r) = Tots(Higg.cris(Xn/ (S/p"5)))
pour tout i <1 (et aussii=r sin=1).

Dans ce théoreme S et Ty, désignent respectivement une certaine W-algebre, et un certain
foncteur d’une catégorie de S-modules de torsion avec structures additionnelles M" vers la
catégorie des Z,-représentations galoisiennes, tous deux introduits par Breuil dans [Bre97a]
(pour le cas e = 1) et [Bre99] (pour le cas général), et étudiés dans [Car06].

Comme conséquence du théoreme 1.1 et des résultats de [Car06], nous donnons une réponse
affirmative a une question formulée par Serre dans le paragraphe 1.13 de [Ser72] :

Théoreme 1.2. On garde les notations précédentes et on fixe r un entier quelconque. Soient
V' la restriction au groupe d’inertie I de la F,-représentation H.,(X g, Z/pZ)" (ot «" » signifie
que Uon prend le F,-dual) et V** la semi-simplifiée de V. Alors les poids de linertie modérée
sur V% sont tous compris entre 0 et er.

Cet article s’articule comme suit. Les deux chapitres qui suivent cette introduction se bornent
a présenter les principaux objets : le chapitre 2 est consacré aux objets d’algebre linéaire (I’an-
neau S, les catégories M" et les foncteurs 77 et Ty, ), alors que le chapitre 3 plus géométrique
introduit le site log-syntomique et les faisceaux O%F et jn[s], ainsi que certaines variantes, qui
s’avereront cruciaux pour la preuve du théoreme 1.1.

Dans le chapitre 4, on prouve que le groupe de cohomologie Hy,, .;(X./(S/p"S)) peut étre
muni de structures supplémentaires qui en font un objet de la catégorie M" (auquel on peut
alors appliquer le foncteur Ty, ). La démonstration se découpe en deux parties : en premier lieu,
on montre le résultat lorsque n = 1, puis on I'étend a tout n par un dévissage.

Finalement, dans le chapitre 5, on étudie la cohomologie étale et on prouve le théoreme 1.1,
d’ou on déduit directement le théoreme 1.2.

Ce travail a été accompli dans le cadre de ma these de doctorat en mathématique que j’ai
préparée sous la direction de Christophe Breuil. Je tiens a le remercier vivement ici pour les
conseils, les explications et les réponses qu’il a toujours su me fournir.

Je remercie également tres chaleureusement le referee qui a eu le courage et la patience
de décrypter et de corriger une premiere version de ce texte, et qui m’a proposé une méthode
alternative pour mener a bien plus rapidement — et également de fagon plus correcte — les
calculs locaux en topologie log-syntomique. Une partie importante de la section 3, ainsi que le
début de la section 4 ont été réécrits suite a son rapport.

2 Les objets d’algebre linéaire

2.1 La catégorie M"

On reprend les notations du début de l'introduction et on fixe dans tout ce chapitre un
entier r positif ou nul vérifiant I'inégalité er < p — 1. On rappelle que e désigne le degré de
I'extension K /Ky, c’est-a~dire l'indice de ramification absolue de K.



2.1.1 L’anneau S

Soit W [u] 'anneau des polynémes en une indéterminée u a coefficients dans W. Par définition,
S est le complété p-adique de I'enveloppe a puissances divisées de W [u] par rapport a 'idéal
principal engendré par E (u) compatibles aux puissances divisées canoniques sur pW [u]. Concretement,
S est la sous-W-algebre de K [u] suivante :

o0 i
u
S = g Wi——, W; € W, w; — 0 p-adiquement
g (i)

ou ¢ (i) désigne le quotient de la division euclidienne de i par e. L’anneau S est local et son
idéal maximal s’identifie aux sommes formelles pour lesquelles wy n’est pas inversible dans W.

On munit S d'un Frobenius ¢ défini comme 1'unique application continue o-semi-linéaire
vérifiant ¢(u’/q(i)!) = uP'/q(i)! et d’un opérateur de monodromie N défini comme I'unique
application continue W-linéaire vérifiant N (u’/q(i)!) = —iu'/q(i)!. On munit également S d’une
filtration : pour tout entier positif ou nul n, on définit Fil™S comme l'adhérence (pour la
topologie p-adique) de l'idéal engendré par les éléments W pour ¢ > n. On a Fil%S = S,
Fil®S c Fil" 18, Nnen Fil™S = 0, et certaines compatibilités vis-a-vis des opérateurs a savoir
N (Fil™S) C Fil"1S et, pour 0 < n < p—1, ¢ (Fil"S) C p"S. Cela permet de définir, pour
0 < n < p-—1, lapplication ¢, = p% :Fil™S — S. L’élément ¢; (E (u)) est une unité de S, on
le notera ¢ par la suite.

On note S,, = S/p"S. Le Frobenius, 'opérateur de monodromie et la filtration passent au
quotient et définissent des structures analogues sur S,,.

2.1.2 Définition des catégories

Par définition, un objet de la catégorie M" est la donnée :

1. d’'un S-module M isomorphe & une somme directe finie de S,, pour des entiers n conve-
nables ;

2. d’un sous-module Fil" M de M contenant Fil"S - M ;

3. d’une fleche ¢-semi-linéaire ¢, : Fil" M — M vérifiant la condition :

e (52) = 60 ()90 (B () o)

pour tout élément s € Fil”S et tout élément x € M et telle que im ¢, engendre M en
tant que S-module;

4. d’une application W-linéaire N : M — M telle que :
— pour tout s € S et tout x € M, N (sz) = N (s)x + sN (z)
- E(u) N (FiI"M) C Fil"M

— le diagramme suivant commute :



Une fleche entre deux objets M et M’ de cette catégorie est un morphisme S-linéaire de
M dans M’ respectant la filtration et commutant aux applications ¢, et N.

Nous renvoyons a [Car06] pour I’étude de la catégorie M". Il y est prouvé en particulier que
M" est une catégorie abélienne et artinienne.

2.2 Les objets tués par p

Nous nous intéressons a présent a la sous-catégorie pleine de M" formée des objets tués
par p, que nous notons M"P. Elle est équivalente a une catégorie d’objets sur k [u] /u®? plus
simple & manipuler que les objets de M" (voir [Car06]). Cependant, nous aurons besoin d’une
description encore différente utilisant des objets sur k [u] /uP, et c’est celle-ci que nous allons
détailler maintenant.

On commence par rappeler le résultat suivant :
Lemme 2.2.1. Soit M un objet de M"P. Alors l'application :

1dQ@r

S1 Okfu] Jue FZZTM/(E(U)FZVM + FZZPSM) M

est un isomorphisme (ot Sy est vu comme un k [u] /u®-module via le Frobenius ¢ : u’ — u?®).

Démonstration. Le lemme découle des propositions 3.2.1 et 3.2.3 de [Car(06], ainsi que de
la description du quasi-inverse du foncteur 7' de la proposition 2.3.1 de loc. cit., quasi-inverse
explicité dans la preuve de la proposition 2.2.2.1 de [Bre97a]. U

2.2.1 La catégorie E

Soit S = k [u] /u?. On munit S d’un Frobenius ¢, unique application o-semi-linéaire vérifiant
gzﬁ(ul) = u', et d'un opérateur de monodromie IV, unique application k-linéaire vérifiant N (u N =
—ju'. On définit également une filtration sur S en posant pour tout entier n, Fil”S = v#S. On
dispose d’un morphisme d’anneaux S; — S qui envoie u sur u et toutes les puissances divisées
u®/q(i)! sur 0 pour i > p. Ce morphlsme est compatible & ¢,, N et envoie Fil”S; sur Fil"S.

On définit la catégorie M en adaptant la définition de la catégorie M". Un objet de M
est la donnée suivante :

1. un S-module M libre de rang fini;
2. un sous-module Fil”M de M contenant Fil”S - M = u®" M ;

3. une fleche ¢-semi-linéaire ¢, : Fil" M — M telle que 'image de ¢, engendre M en tant
que S-module! ;
4. une application k-linéaire N : M — M telle que :

- pour tout A € S et tout z € M, N (Az) = N (\) z + AN ()
N(Fil” M) C Fil" M

1On n’a pas besoin de demander la_condition supplémentaire sur ¢, comme c’était le cas pour M" car elle
est automatique étant donné que Fil"S est engendré par E(u)" = u®".



— le diagramme suivant commute :

Filr M —2 M

ueNl \LCWN

Filr M —2 M

ou ¢, est la réduction de ¢ dans S.

Les morphismes entre deux objets de E sont les applications S-linéaires qui respectent le Fil ",
commutent au Frobenius et a I'opérateur de monodromie.

On a encore dans un contexte un énoncé analogue au lemme 2.2.1, dont la démonstration
est laissée au lecteur :

Lemme 2.2.2. Soit M un objet de E Alors Uapplication :

1dQpr

S @y Fil" M JuFil" M M

est un isomorphisme (ot S est vu comme un k-espace vectoriel via le Frobenius).

On dispose d’un foncteur T : M"™?P — ./\/l défini de la fagon suivante : si M un objet de M"
tué par p, c’est en particulier un S;-module libre de rang fini et on lui associe M=M Rs, S,
On définit Fil”M comme l'image de Fil”M par la projection canonique M — M, et on
vérifie facilement que les opérateurs ¢, et N définis sur M passent au quotient pour fournir
respectivement des opérateurs Fil” M — M et M — M encore notés ¢, et N.

La proposition suivante permet de réduire ’étude de la catégorie M" a celle de la catégorie
—~
M et a des dévissages.

Proposition 2.2.3. Le foncteur T est une équivalence de catégories

Cette proposition est prouvée dans [Bre97a| (proposition 2.2.2.1) lorsque e = 1. La démonstration
repose sur la construction d’un quasi-inverse donné par une formule explicite. Cependant,

lorsque e > 1, ce que nous supposerons par la suite, cette formule n’a plus de sens et pour

adapter la preuve de Breuil, on a besoin de procéder en plusieurs étapes en introduisant des

catégories intermédiaires. C’est 'objet des deux paragraphes suivants qui prennent fin avec une

preuve complete de la proposition 2.2.3.

2.2.2 Le cas r > 0 : la catégorie MNT(Q)

On traite ici le cas r > 0. Il pourrait paraitre plus difficile mais il a 'avantage d’imposer
I'inégalité e < p — 1 (puisque 'on suppose toujours er < p — 1) qui simplifie quelque peu la
tache. En particulier, nous n’aurons besoin d’utiliser qu’une seule catégorie intermédiaire que
nous définissons tout de suite. Soit 5’ k[u] /u*. C’est un anneau muni d’un Frobenius ¢
Serm linéaire envoyant u’ sur u”’, d’'un operateur de monodromie N k-linéaire envoyant u' sur
—iu’, et de morphismes SUI‘_]eCtlfS S — S — S compatibles & toutes les structures. Un objet

de Ez) est la donnée de :

1. un 5(2)—module M(g) libre de rang fini;



2. un sous-module FilTM(Q) de M(g) contenant ue"/\;l(g) ;

3. une fleche ¢-semi-linéaire ¢, : Fil"/\;l(g) — M(z) telle que I'image de ¢, engendre M(g) en
tant que S()-module;

4. une application k-linéaire N : M — /\;1(2 telle que :
~ pour tout A € S(y) et tout € ./\/l N (Ax) =N ((A)x+ AN (z)
— u*N(Fil"M(y)) C Fil" M)

— le diagramme suivant commute :

Fil "M p) — = M

UCN\L J/C(Q),WN

Fllr/\/l ¢4>M (2)

oll ¢(g),» est la réduction de ¢ dans 5'(2)

Les morphismes de /MVEZ) sont les applications g(g)—linéaires qui commutent a toutes les struc-
tures.

A nouveau, on dispose d'un énoncé analogue au lemme 2.2.1 :
Lemme 2.2.4. Soit ./\;l(g) un objet de EQ)' Alors Uapplication :

1dQ@ ¢ ~
B ——

5(2) ®k[u]/u2 FZZTM(Q) /U2FZZTM(2) M(Q)

est un isomorphisme (ot S(gy est vu comme un klu]/u?-espace vectoriel via le Frobenius).
Les catégories M"P, EQ) et E sont reliées par les foncteurs 77 : M"™P — EQ) et Ty :
Ez) — E définis par :

Ti(M) = M/(u** M +Fil?SM)
T3(Mz) = M /u" My

les structures additionnelles passant au quotient. Le foncteur 7' s’écrit comme la composée
T o T}. Ainsi la proposition 2.2.3 résulte directement de la suivante :

Proposition 2.2.5. Les foncteurs 17 et Ty sont des équivalences de catégories.

Démonstration. Puisque r > 0, I'inégalité er < p — 1 entraine er < 2p — e d’ou on déduit que
si M est un objet de M"?, alors :

Fil " M /(u“Fil " M + FilPSM) ~ Fil "T1 (M) /u°Fil "T1 (M)

ou le morphisme est induit par la projection canonique M — T;(M). De méme, encore en
~ —~
vertu de l'inégalité er < p — 1, on a pour tout objet M) de M), I'identification :

Fil TM(Q)/U?FI]. TM(Q) ~ Fil TTQ (M(Q))/U/QFI]. TTQ (./\;l(g))



Sachant ceci, il devient possible de recopier deux fois la démonstration de la proposition 2.2.2.1
de [Bre97a|. Plus précisément, un quasi-inverse de T, est donné, pour M € M | par la formule :

TQ_I(M) = 5'(2) Ok[u] /u? Fil TM/UQFH "M

ou 5’ est vu sur k[u]/u® par le Frobenius et ou les structures additionnelles sont définies comme
suit. La prOJectlon canonique S(Q) — S induit un morphisme surjectif f : 15 (M) — M. On
définit Fil"T; (M) comme I'image réciproque de Fil” M par f. Siz € Fil"T; *(M), f(z) définit
par réduction modulo w?Fil”M un élément y € Fil"M/u?Fil"M et on pose ¢.(z) = 1 @ y.
Finalement, u¢N induit un endomorphisme ¢ de Fil” M / u?Fil” M et on définit Popérateur N
par la formule :

N(s®z)=N(s)@x+ ® g(x)

C(2),m

pour s € 5(2) et x € FilTM/uzFil’"/\;l. De méme, le quasi-inverse de T} est donné par :
T (Mz) = S1 @pfuy/ue Fil" Mz [uFil " M)

ot les structures additionnelles sont définies de maniere analogue. O

2.2.3 Lecasr=0

Lorsque r = 0, I'idée de la preuve est absolument similaire sauf que I'on ne peut alors plus
—~r
« sauter » directement de My a M"™ mais que l'on a besoin de tremplins supplémentaires.

Exactement, on définit pour tout entier n < e, 'anneau S klu]/u™ et la catégorie En) de
maniere analogue a ce qui a été fait dans le paragraphe precedent. Pour des entiers n < n' < e,
on dispose d’un foncteur 75, ,, : En) — En/) qui effectue la réduction modulo w™?. Ils vérifient
la relation Tn,n” = Tn’,n” o Tn,n"

Du fait que I'on dispose encore bien sir de I'isomorphisme :

Stn) @k Fil" Mo fu" Fil "My — = M)

valable pour tout objet de En), une démonstration analogue a celle de la proposition 2.2.5
assure que les fonction 7)1, sont des équivalences de catégories. Il en est ainsi de méme de
tous les T}, ,, et en particulier de T; ;. La preuve de la proposition 2.2.5 assure également que
les catégories M"™? et Ee) sont équivalentes. Ainsi le foncteur T" dont il est question dans la
proposition est bien une équivalence.

En réalité, le cas » = 0 est bien plus favorable, principalement pour deux raisons : d’une
part, il suffit de considérer des « objets modulo u » et d’autre part, il est possible de donner
une formule close pour un quasi-inverse de T', formule qui en outre se généralise aux objets non
nécessairement annulés par p. Pour cela, notons x le noyau de la projection canonique S — W
(qui envoie u et toutes ses puissances divisées supérieures sur 0). Ainsi k est 'adhérence de
I'idéal de S engendré par les %, 1> 1.

Lemme 2.2.6. Soit n > 1. Il existe un entier M, tel que po---o0¢ (M, fois) s’annule sur k.S, .

Démonstration. Pour un entier M > 1, notons ¢™ = ¢o---0 ¢ (M fois) et calculons, pour

1>1:
oM ( ul ) ot q(ipM)
q(@)!)  q@)  q@@) q(ipM)!




Il suffit de montrer que pour M suffisamment grand, le quotient Q(;I(i;)! est multiple de p™. Or si v,

désigne la valuation p-adique normalisée par v,(p) = 1, on a 'encadrement % —1 < v,(k!) < ]%
pour tout k, d’ou on tire :

(q(ipM)!) S (pM_l 1 ) p+1 - pM-1 1 p+1
) _ _

q(i)! e elp-1) p ~ e elp=1) p

On conclut en remarquant que ce dernier minorant ne dépend pas de i et tend vers 400 quand
M grandit. O

Remarque. Evidemment, on peut choisir les entiers précédents de telle sorte que 'application
n +— M, soit croissante. C’est ce que nous ferons par la suite.

Nous poursuivons par un second lemme, analogue dans cette nouvelle situation du lemme
2.2.1:

Lemme 2.2.7. Soit M un objet de M" et n un entier tel que p"M = 0. Alors pour M > M,
(voir lemme 2.2.6) lapplication :

idR¢d!

est bien définie et un isomorphisme.

Démonstration. Commencons par souligner que comme r = 0, on a nécessairement Fil "M =
M et donc il est légitime d’appliquer ¢ a un élément de M. Le fait que l'application soit
bien définie résulte directement du lemme 2.2.6, alors que le fait qu’elle soit surjective résulte
de T'hypothese selon laquelle ¢g(M) engendre M. Il ne reste plus qu’a prouver qu’elle est
injective.

Pour cela, on fait une récurrence sur la plus petite puissance de p qui annule M. Si M est
tué par p, id @ ¢} est une application S;-linéaire surjective entre deux S;-modules libres de
méme rang. Elle est alors nécessairement injective. Sinon on introduit les objets M’ = pM et
M" = M/pM. 1Is s’'inserent dans le diagramme commutatif suivant :

S ®(¢A{)7W MI/KM/ — S ®(¢1W)7W M/I{M — 5 ®(¢M)’W MH/I{M” —0
Nlid@)qb{)” J/id®¢é” Nlid@qﬁé”

0 M M M 0

ol les lignes sont exactes. Les fleches verticales de gauche et de droite sont des isomorphismes
par hypothese de récurrence. Une chasse au diagramme facile implique alors que la fleche du
milieu est injective, comme voulu. U

Proposition 2.2.8. Le foncteur T' qui a M associe M [k M induit une équivalence de catégories
entre MY et la catégorie des W-modules de torsion de type fini munis d’un automorphisme
semi-linéaire par rapport au Frobenius de W'.

Démonstration. Par un argument semblable a celui utilisé dans la deuxieme partie de la preuve
du lemme 2.2.7, on montre que pour tout M € M, le morphisme ¢, induit un isomorphisme
sur le quotient M /kM. Le foncteur T précédent est donc bien défini.



Pour prouver que c’est une équivalence, on exhibe un quasi-inverse. Il est défini comme suit.
Soit M un W-module de torsion de type fini muni d’'un automorphisme ¢q semi-linéaire par
rapport au Frobenius. Pour un entier M quelconque (par exemple égal a 0), on pose :

T71<.A;l> == S ®(¢M)’W M

muni de Fil T~ (M) = T-1(M), de ¢y = ¢p®¢y et de N = N®@id. Les applications S @ g1y
M = S ® (M), W M, s@z — s® ¢o(z) sont des isomorphismes (respectant les structures
additionnelles) et montrent que la définition de 7! ne dépend effectivement pas d’un choix de
M. D’autre part, on a directement 7' o T~ (M) ~ M.

Pour conclure, il suffit de montrer que pour tout M € M, on a un isomorphisme fonctoriel
entre T~1oT(M) et M dans la catégorie M°. Il est bien siir donné par le lemme 2.2.7 lorsque M
est choisi suffisamment grand. Il reste a vérifier les compatibilités. Il est clair qu’il est S-linéaire,
(qu'il respecte le Fil?) et qu’il commute & ¢y. Il ne reste plus a prouver qu'il est compatible &

N. Pour cela, on considere s € S, x € M et on calcule :
No(id® ¢y')(s @ x) = N(sdy' () = N(s)¢g' (2) + sN(dp' () = N(s)g' () + p™so(N ().

Si I'on choisit M suffisamment grand pour que pM M = 0, le dernier terme s’annule et la
quantité calculée vaut N(s)o}! (z) = (id ® ¢}1)(N(s) ® z), ce qui termine la vérification. [

Remarque. La catégorie qui apparait dans la proposition précédente n’est pas nouvelle, et est
méme une des premieres a avoir été introduite pour 1’étude des représentations galoisiennes
p-adiques. Pour de nombreux compléments a son sujet, on pourra par exemple se reporter au
début de [Fon91].

Si A est un module muni d’un endomorphisme ¢, on note ¢ (A) I'image de A par le M-ieme
itéré de p et :
) M
P>(A) = [ ¢ (A). (1)
M>0
Avec cette notation, I’équivalence de catégories que nous venons d’établir admet pour corollaire
I’énoncé suivant :

Proposition 2.2.9. Soit M un objet de M°. L’application de réduction modulo r induit un
isomorphisme ¢3°(M) — T (M) compatible a laction de ¢o. De plus Uopérateur N est nul sur

¢ (M)

2.3 Foncteurs vers les représentations galoisiennes

Il existe deux versions du foncteur vers les représentations galoisiennes. La premiere, que
nous notons Ty, est covariante et la seconde, T}, est contravariante. Nous sommes dans 1’obli-
gation de présenter ici les deux foncteurs et d’établir les liens qui les relient, car pour ce que nous
voulons faire, il sera plus commode d’utiliser la version covariante, mais nous aurons également
besoin d’utiliser les résultats de [Car06] ou seulement la version contravariante est présentée et

étudiée.
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2.3.1 Un anneau de périodes

Avant de pouvoir définir ces foncteurs, il faut rappeler la définition de ’anneau de périodes
Ay, introduit par Kato dans [Kat94] et ainsi nommé par Breuil dans [Bre97al, paragraphe 3.1.1.
Cet anneau a une interprétation cohomologique que nous passons sous silence pour l'instant.

Pour tout entier n, on considere I'application :

0 : Wa(Og/p) — Og/p"
n n—1
(ag, a1, ...,an_1) +— ab +pal +---+p"tab_,
ot a; € O /p™ est un relevé quelconque de a;. On note W,,(Og /p)PY I'enveloppe & puissances
divisées de W, (O /p) par rapport a ker 0, (et compatibles avec les puissances divisées cano-
niques sur pW,,(Ox/p)). Les W,(Og/p)PY forment un systéme projectif pour les applications
de transition données par le Frobenius sur les vecteurs de Witt. On note A la limite projective
de ce systeme. On voit facilement que le Frobenius sur les vecteurs de Witt induit une applica-
tion ¢ : Aeis — Acris. En outre, on définit sur A, une filtration obtenue a partir des filtrations
A puissances divisées sur W,,(Ox /p)PFY. Si t < 0, on pose par convention Fil?Agjs = Agis. Par
ailleurs, Ags est muni d’'une action du groupe de Galois G .

Par définition flst est le complété p-adique de Ais (X). On munit Ast d’une filtration en

posant :
. = X
Fil'Ag =< ) a; i Jimoa; =0, 0 € Fil 7 A e
i=0
pour tout entier t. On étend le Frobenius & Ay en imposant ¢(X) = (1 + X)? — 1. On vérifie
que, pour 0 <t <p—1, o(Filt Ast) C p'Ag, ce qui permet de définir une application ¢; = o/p":
FiltA, — Ay. D’autre part, on définit sur A, une dérivation Aggs-linéaire, par la formule :
i1

N (ﬁ,) 1+

Les opérateurs ¢ et NV sont soumis a la relation N¢ = ppN. On étend également ’action de Gi a
tout Ag,. Pour cela, on commence par fixer? © = (7,) un systéme compatible de racines p"-iemes
de 7. Soit g € Gk. On définit ¢, (g) comme 'unique élément de O vérifiant g(m,) = €,(g9)m.
La famille des (¢,(g)) forme un systeme compatible de racines p"-iemes de 1'unité et par suite
un élément [e(g)] € Aers obtenu a partir des représentants de Teichmiiller [e,(g)] € W, (O /p).
L’action de g sur X est alors donnée par la formule g(X) = [e(¢g)](1 + X) — 1. On étend cette
action par continuité et semi-linéarité a tout Ay, avant de vérifier qu’elle commute encore a ¢
et N.

L’anneau S n’est pas sans rapport avec Ay. Sil’on note [x] Iélément de Ay, défini & partir du
systeme (7,,) fixé précédemment, Ay, peut étre vu comme une S-algtbre via I'unique morphisme
: ]

W-linéaire S — Ay qui envoie u sur 7. Ce morphisme est injectif, compatible a ¢ et N et

identifie S aux invariants de Ay sous action du groupe G (voir paragraphe 4.2 de [Bre97b]).

2.3.2 La version contravariante

Nous commencons par la version contravariante qui est plus simple a définir. Soit M un
objet de M". On pose : R
Ts:(M) = HOII](M, Ast,oo)

2 Ainsi Ay dépend a priori de ce choix (en réalité, c’est I’élément X dans 'identification Ay = Aeris (X) qui
en dépend). Cependant, on peut montrer qu'’il n’en dépend pas & isomorphisme canonique pres.
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ou par définition /Alstyoo = flst ®w Ko/W et ou le Hom précédent signifie que 1’on ne considere
que les morphismes S-linéaires, compatibles a Fil”, ¢, et N. L’objet T% (M) est un Z,-module
de torsion de type fini (voir [Bre97a] pour le cas e = 1 et [Car06] pour le cas général) qui
hérite d'une action de Gg. On a donc ainsi bien défini un foncteur de M" dans la catégorie des
Zy-représentations de torsion du groupe Gk

Ce foncteur est étudié en détail dans [Bre97a] (pour le cas e = 1) et dans [Car06]. Le
théoreme suivant résume ses propriétés :

Théoreme 2.3.1. Le foncteur T, est exact, pleinement fidele, dimage essentielle stable par
quotients et par sous-objets. De plus, si M est un objet de M" isomorphe en tant que S-module
a Sp, B - -BS,,,, alors la représentation galoisienne T2, (M) est isomorphe en tant que Z,-module

Q$Z/pMZL® - ®L/pZL.

On dispose en outre d’une description plus simple du foncteur 73 pour les objets tués par p.
Considérons pour cela 'anneau A = Ay /p®g, S. L'application Wy(Og /p) — Og/p, (ag,a1) —
2 ~
ab (et pas af !) induit une application Aqis — O /p puis un morphisme Ay /p — O /p (X).

Le produit tensoriel de ce dernier avec S — O /7 (X), u — I induit une identification entre

A et (Og/7)(X) (voir lemme 2.3.3 de [Car06]). D’aprés ce méme lemme, il est possible de

décrire les structures supplementalres sur (Og/m) (X ). Exactement, Fil*(Og /m) (X) est 'idéal
e(t—i) x°

engendré par les ] pour i < t et par les & T pour ¢ > t. La monodromie est 1'unique

X'L

opérateur (Og/)- hnealre envoyant !Z sur (1 + X )( 11 faut toutefois faire attention a ¢

1)!
car, pour et < p—1, si x € O est un multiple de 7% et si T de&gne la réduction modulo 7 de
x, alors ¢(z) est la reductlon modulo 7 de (— )”;t (et pas de 7 ).

Proposition 2.3.2. Soit M un objet de M" tué par p. Alors :
T;,(M) = Hom(T(M), A)
ot, Hom signifie que l'on considére les morphismes S-linéaires commutant & Fil", ¢, et N.

Démonstration. On suppose d’abord 7 > 0 et on note x’ = ker (S; — S). Pour i > p, on a
par un calcul direct, ¢, o ¢T( ) 0 (dans Sy) et par suite ¢, o ¢,.(k") = 0.

La tensorisation par S au—dessus de Sy fournit un morphisme :
T3(M) — Hom(T'(M), A)

qui commute & I’action de Galois. Soit ¢ € T (M) qui s’envoie sur 0 par 'application précédemment
définie. On a un diagramme commutatif :

M v Ast/pAst
T (M) . A

ou les fleches verticales sont déduites de la projection S; — S. Ainsi imvy C K Ast / pAst Or ¢
commute par définition a ¢,, d’olt on déduit ¢ o ¢, (Fil" M) = ¢, o (Fil" M) C ¢,(r') Ag /Ay
Comme par hypothese, ¢,.(Fil” M) engendre M, il vient im¢) C ¢, (k') A /pAs. En appliquant
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a nouveau l'argument, et en utilisant ¢, o ¢,.(x’) = 0, on obtient im = 0 et donc ¢ = 0. Ceci
démontre l'injectivité de la fleche.

Pour la surjectivité, on procede par approximations successives. Soit zﬁ :T(M) — A un
morphisme S-linéaire compatible aux structures. On note ¢ : M — Ay /pAg un morphisme
Sp-linéaire faisant commuter le diagramme :

M v Ay /pAs
N
T (M) A

Dans un premier temps, on vérifie qu’automatiquement v respecte le Fil” et commute a ¢,
modulo x'Ag/pAg. En utilisant le lemme 2.2.1, on montre facilement qu’il existe une unique
application Si-linéaire v; faisant commuter le diagramme :

Fil” M Fil" Ay /pAg
.| R
Y1 ~ ~
M Ast /pAst

L’application ¢, est congrue a 1 modulo x’ Ay / p/lst, respecte le Fil” et commute a ¢, modulo
or (K )Ast / pAy. De méme, & partir de vy, on construit s, qui respecte le Fil” et commute & @,
sans restriction. Par un argument analogue (voir la fin de la preuve du lemme 6.1.2 de [Car06)),
on montre que ¥, commute également a N.

Lorsque r = 0, on procede pareillement apres avoir remarqué que si ¢, o ¢,.(k’) ne s’annule
pas nécessairement, c’est tout de méme le cas pour un itéré ¢ (x') avec n > 2. O

2.3.3 La version covariante
On commence par une définition, déja présente dans [Bre98] (définition 3.2.1.1) :

Définition 2.3.3. Soit M un objet de M" (resp. de ﬂ) On appelle filtration admissible de M
toute filtration décroissante (Fil'’M)oci<r par des sous-S-modules (resp. des sous-S-modules)
vérifiant :
1. Fil’’M =M et Filr./\/l est « le» Fil" M de M ;
2. pour tous 0 < t <, Fil'=tS - Fil! M C Fil' M (resp. Fil' 'S - Fil' M C Fil" M) ;
3. pour tout 1 <t <r, N(Fllt./\/l) C Fil' ' M.
Si (let/\/l) <t<r est une ﬁltmtwn admissible de M, on définit des opérateurs ¢, : Fil' M — M

\

s
par ¢(x) = "¢ (E(u)""x) de sorte que dypyrripg = pdriq pour 0 <t < 7.

Soit M un objet de M". On considere le produit tensoriel Ay ®5 M. T s’agit d'un Ay
module naturellement muni d’une action de G (en regardant son action sur le premier facteur).
On le munit en outre d’'un opérateur de monodromie N : Ast R M — Ast ®g M en posant
N(a®x)=N(a) ® x4+ a® N(z).

On considere sur M une filtration admissible quelconque3 On peut alors définir, pour tout
s compris entre 0 et r, Fil*(Ay ®g M) comme le sous- Ag-module de Ay ®5 M engendré par

311 en existe toujours : on peut par exemple prendre Fil‘ M = {x € M / E(u)" "tz € Fil" M}.
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les images des applications canoniques Fil!Ay @ Fil*IM — Ay ®¢ M pour t compris entre
0 et s. Ce sous-module dépend de la filtration admissible choisie. Encore suivant [Bre98], on
introduit les idéaux de Ay suivants :

A X
FlltXAst == {Z ai?; m e N; a; € Acris} (2)
i=t
et on démontre (comme dans le lemme 3.1.2.1. de [Bre98]) que Fil’y (A Ag /p" ) = (Filt Ay ) /p"
est plat sur S, et qu’il en est de méme des quotients Fil’ (A St/p )/Fll t“( st/P"). Si M est
un objet de M" et (Fil* M) est une filtration admissible de M, on définit pour tout s compris
entre 0 et r : \
Fil§ (Aq @ M) = Y Fily Ay @5 Fil*' M.
=0
On a les deux lemmes suivants :

Lemme 2.3.4. Soit M un objet de M" et (Fil' M) une filtration admissible de M. Alors, pour
tout s compris entre 0 et r, on a Fil%(Ay®s M) = Fil*(Ay®5 M) et sis > 1, on a une suite
exacte :

0— @FszAst ®g Fil* T IM — EBF@ZXASt ®g Fil* "M — Fil*(Ay ©g M) —= 0
t=1 t=0
ot la premiere fleche est la somme des applications suivantes :

Fill, Ay @5 Fil*T'TM  — Filli Ay @ FilsT'IM @ Filli Ay ®s Fil*~'M
Tt Q Ys+1-t — Tt @ Yst1—t 53] —Tt @ Ys+1—1

Démonstration. La preuve est une adaptation de celle du lemme 3.2.1.2 de [Bre98]. Pour la
premiere assertion, on a déja clairement Fil}(flst ®s M) C FilS(ASt ®s M).

On a une description alternative de A5 (voir [Fon94al) : si on note R = liLnneN Og/p™ pour
les applications de transition données par le Frobenius, on peut définir un morphisme :

§ : W(R) — O,
(ag, a1y .. Qp,...) +— Zn>0p":i“£zn

@®, . a?,. . &

o1 C, désigne le complété p-adique de K et o, si on a posé a; = a0, Ty est la li-

(Gn ) wa; 49 € O désignant un relevé quelconque

mite quand m tend vers 'infini d’une suite
de ai] ) 1’anneau Agis s’identifie alors a 'enveloppe a puissances divisées de W (R) relativement
A ker @ (et compatibles avec les puissances divisées canoniques sur pIW (R)). On vérifie facile-
ment que (7] € Auis (défini a la fin du paragraphe 2.3.1) correspond bien au représentant de
Teichmiiller de 7 (défini au méme endroit). Par ailleurs, on montre (voir [Fon94a]) que ker 6 est
un idéal principal, engendré par E([x]).

Ainsi tout z € Fils(flst ®g M) s’écrit comme une somme de termes de la forme :

a; (E([z]))7e(X) @ m

(ot y(x) = ?—f) avec a € Aeis, m € FiIF M, 0 <t < set j+k >t Mais [r] = u(l + X) et
done E([x]) — E(u) est un multiple de uX. On peut donc écrire E([r]) = E(u) + uXb pour un
certain b € Ay puis :

Z% “b) o(X).
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En réinjectant cette expression dans x, on obtient bien x € Fil_sx(flst ®s M).
Pour la deuxieme partie du lemme, la démonstration est exactement la méme que celle de

[Bre9s). 0

 Le précédent lemme permet de définir pour 0 < s < r, Vopérateur ¢; : FilS(Ast ®s M) —
Ag ®s M comme l'unique application additive vérifiant ds(ar @ x4) = d(ar) @ ps_y(x) pour
a; € Fil tASt et Ty € Fil S_tM.

On pose finalement :

Ty (M) = Fil"(Ay @5 M)G

oli la notation signifie que 'on ne retient que les z € Fil"(Ay ®g M) pour lesquels N(z) = 0
et ¢,(x) = . On obtient un Z,-module galoisien qui dépend a priori du choix d’une filtration
admissible. Toutefois, nous allons prouver dans la suite que ce n’est pas le cas (voir la remarque
faisant suite au corollaire 2.3.8).

Encore une fois, Ty, (M) a une description plus simple lorsque M est tué par p. Pour
la donner, posons M=T (M) et notons pr : M — M la projection canonique. On vérifie
facilement que si (Fil* M) est une filtration admissible de M, alors (pr(Fil*M)) est une filtration
admissible de M. Le produit tensoriel A ®g M est muni d’un opérateur N défini comme
N®id+id®N et en recopiant les constructions précédentes, on définit le A-module Fil”(A® SM)
et une application ¢, : Fil’"(fl ®g M) — A ®g M en remarquant que le ¢, sur Ay 29 M passe
au quotient. On s’intéresse au Z,-module galoisien suivant :

Fil"(A®s M)%=,.
Proposition 2.3.5. 5i M est un objet de M"™? alors :
Tun(M) = Fil" (A®g T(M)) 3.

Démonstration. Comme dans la preuve de la proposition 2.3.2, on note ' = ker (S; — S ) et
on rappelle que lorsque r > 0, on a ¢, o ¢,.(k') = 0. On suppose maintenant r > 0 et on laisse
au lecteur le soin d’adapter la preuve pour r = 0 (voir dernier alinéa de la preuve loc. cit.).

Si M est tué par p, le Ast module Ast ®s M lest également. Il s’identifie au Ast / pASt module
Ay Ag/ pASt ®g, M, et on dispose d’une application canonique :

Ast/pAst ®51 M — A ®§ T(M)

Celle-ci est clairement surjective et son noyau s’identifie & x/(Ay/pAg ®g, M). En outre, on
vérifie directement qu’elle induit une fleche compatible a l'action de G :

U Fil" (Ay /pAg @5, M)V} — Fil" (A @z T(M)%=,.

Reste a prouver que cette derniere est un isomorphisme. Soit x € ker ¥. On a x € Fil "(Ast / pflst ®s,
./\/l)‘z)r__1 et donc ¢,(z) = z. Par ailleurs, de z € ¥/(Ay/pAy ®s, M), on déduit © = ¢,(z) €
or(K) (A St/pASt ®gs, M) puis x = ¢,.(z) = 0, puisque ¢, o ¢,(k’') = 0. L’application ¥ est donc
injective.

Passons & la surjectivité. Considérons x € Fil"(A®g T(M))¢T_1 et notons & € Ay /pAg ®s,
M un relevé quelconque de x. On vérifie que 7 € Filr(flst / pAy R, M) et que ¢.(2) =T +y
pour un certain y € k(A St/p/lst ®g, M). Posons 7 = & +y € Filr(/lst/pflst ®s, M). On a
iy € Fil"(Ay /pAg @5, M) et ¢, (1) = &1 +y' pour un certain y' € Or(K')(Age /pAgt @5, M).
On pose finalement & = #; +y' € Fil"(A st/pA ¢ ®g, M) de fagon a ce que ¢,(Z2) = 2. On
a N(i3) = N(2) + N(y) + N(¢/) € r'(Ay/pAs @5, M). Par ailleurs, N (&) = N o ¢, (i) =
¢ ¢, (E(u)N(&,)), d’ott Pon déduit N(iy) € ¢n(r')(Ast/pAs ®s, M) puis en appliquant &
nouveau 'argument N(#3) = 0. Cela assure au final que 22 est un antécédent par ¥ de z. [
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2.3.4 Lien entre les foncteurs 77, et Ty,

Fixons € une suite de racines p"-iémes de I'unité et définissons ¢ = log ([¢]) € Aeyis ot le log est
donné par la série usuelle. On a ¢ (t) = pt, et par [Fon94a] (Fil” Ay /p™) 0=y = (Fil " Aeyis/p")?="

s’égalise avec Z/p"Z - t". Ainsi la représentation galoisienne (Fil”Ast’oo)}b\f::Ol est isomorphe a
Qp/Zp(r).

On ne sait toujours pas que le foncteur T}, est bien défini mais si M est un objet de M"
muni d’une filtration admissible fixée, on peut définir une application :

U The o (M) — TE(M)Y (1)

ou par définition 775 (M)Y(r) est la représentation galoisienne Hom(7% (M), Q,/Z,(r)). En effet,
solent x = ), a; @ ; € Filr(flst ®s ./\/l)iiol, et f: M — Ast,oo compatible aux structures. On
pose W(z)(f) = 3, a;f(x;). Comme I'application Ay ®g M — Ay o0, a @  — af(x) respecte
le Fil” (il suffit pour cela de voir que pour 0 < s < r, f(Fil*M) C Filsflst,oo; pour s = r,
¢’est 'hypothese et sinon on montre que FilszzlsmOO s'identifie aux éléments = € Fil”flstm pour
lesquels E(u) "z € Fil"Ag o), il vient W(z)(f) € (Fil"Ago0)¥Z =~ Q,/Zy(r), et donc ¥
est bien définie. On vérifie immédiatement que ¥ est un morphisme Z,-linéaire commutant a
I’action de Galois.

On veut démontrer que ¥ est un isomorphisme pour tout objet M € M" et pour cela on
suit la démonstration du paragraphe 3.2.1. de [Bre98] (qui concerne le cas e = 1) : la méthode
consiste a prouver que ¥ est un isomorphisme pour les objets tués par p, a démontrer que le
foncteur Ty, est bien défini et exact, puis a conclure a ’aide d'un dévissage.

On rappelle, dans un premier temps, que les objets simples de M" ont une structure rela-
tivement simple (proposition 4.1.1 de [Car06]) :

Proposition 2.3.6. Soit M un objet simple de M". Alors M est tué par p et admet une base*
(e1,...,eq) pour laquelle il existe des entiers ny,...,ng compris entre O et er tels que :

d
Fil" M = Fil’S M + Z u" S, e;.
=1

De plus N(e;) = 0 pour tout i et il existe une (unique) matrice G inversible a coefficients dans
k telle que :
or(u™eq) e1

: =tq

or(uiey) eld

Lemme 2.3.7. Soit M un objet de M". Pour tout s compris entre 0 et r, on a une suite
exacte :

00— FilS(ASt XRg M)N:() — Fils(Ast KRg M) N, Filsil(/ist KRg M) —0

ot par convention Fil_l(Ast ®s M) = Ay @5 M.

4Une base vérifiant simplement la condition de cette phrase est appelée base adaptée (3 la filtration) et existe
pour tout objet de M" annulé par p (sans hypothése de simplicité).
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Démonstration. La démonstration est la méme que celle du lemme 3.2.1.3 de [Bre98]. Toute-
fois, on se ramene a la fin, non pas a un objet de M F' i’r (en reprenant les notations de l'article),
mais a un objet simple de la catégorie M" dont la structure est connue par la proposition 2.3.6.
Le méme argument s’applique alors. U

On déduit des deux lemmes précédents le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.8. Soit M un objet de M". Alors Fz'l”(flst ®s M)n=o ne dépend pas de la
filtration admissible choisie et si :

0 M’ M M 0

est une suite exacte dans M", alors la suite induite :

~ ~ ~

00— Filr(ASt XRg M/)N:() — FilT(Ast Kg M)N:() — Filr<A5t XRg M”)N:() —0

est €galement exacte.

Démonstration. Comme dans la proposition 3.2.1.4 de [Bre98|, on se ramene a montrer la
premiere partie du corollaire lorsque M est un objet simple de M". On introduit les e; et les
n; données par la proposition 2.3.6.
Sig=s+ g pour des entiers s et e avec 0 < d < e, on pose :
Fil1S, = uFil*S; + Fil**'s,
Fil9(Acis/p) = [ﬂ}é Fil*(Aeis/p) + Fil o (Acris/p)
Fil9(Ay/p) = u’Fil®(Ag/p) + Fil*t(Ag/p).

On note Fil ,; M la filtration admissible définie par :

d
Fil3,M = {z € M/ E(u)" "z € Fil'M} = @ Fil © =95, ¢,

=1

ou par convention Fil45; = S si ¢ < 0. Cette filtration est maximale dans le sens ou Fil*M C
Fil 3, M pour tout s. Les descriptions précédentes impliquent :

d
Fll;W(ASt/p ®Sl M)N:O - @ Fll ?ZAcris/p €;.
i=1

De l'égalité [r]°y([x]°) = (1 + X)***u’y(uc), on déduit I'inclusion Fil9(Aes/p) C Ay ®g,
Fil4S;. Il s’ensuit Fil},(As/p ®s, M)n=o C As/p ®s, Fil" M, puis le corollaire. O

Remarque. On prouve de méme que si 0 M M M 0 est une suite exacte

dans M", alors la suite :
00— (Ast ®g M) Ng — (Ast ®g M)N—o —> (Ast ®s M" )N —=0
I'est aussi.

D’autre part, le corollaire précédent prouve en particulier que Ty, (M) ne dépend pas de la
filtration choisie. Ainsi le foncteur Ty, est bien défini.
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Lemme 2.3.9. St M est un objet de M", on a une suite exacte :

ar (A r= ar( A br—id 4
0——= Il (Ast ®5 M)%:Ol — Pl (Ast ®S M)N:O e (Ast ®S M)N:() —0.

Démonstration. Il suffit de montrer que ¢, — id est surjective. De méme que dans le lemme
3.2.1.6 de [Bre98], on se ramene au cas d'un objet simple de M". On reprend les notations de
la proposition 2.3.6. On a vu dans la preuve du corollaire 2.3.8 que :

d
Fﬂr(/ist ®S M)N:() = @ Fil % (Acris/p) €;.

i=1

On adapte ensuite les arguments de la preuve du lemme 3.2.1.6 de [Bre98|. En décomposant un
élément de Fil ’“(flst ®s M) n—o sur la somme directe précédente, puis un élément de Fil 0 (Acris/P)
comme une somme d’un élément de Fil?(Ag;s/p) et d’'un multiple de [x]™, on se rameéne & mon-
trer que pour toute famille (z;)1<i<q d’éléments de A.is/p, il existe des x; € Aeis/p et des
y; € FilP(Aes/p) vérifiant 1'égalité matricielle suivante :

o(z1) [@]™ 21+ 21
. . G—l : — .
¢(xq) @] 4 + ya Zd
Pour conclure, on procéde comme dans la preuve de la partie 3) de la proposition 3.2.2.1 de

[Bre97a] en décomposant selon I'isomorphisme Aes/p ~ R/7PR @ FilP(Aqis/p) (voir lemme
3.1.2.2 de [Bre97al). O

Corollaire 2.3.10. Le foncteur Ty, est exact.
On déduit finalement de cette étude le théoréme suivant :

Théoreme 2.3.11. L’application U définie précédemment induit une transformation naturelle
inversible entre les foncteurs T, et (T%)Y(r).

Démonstration. Comme la catégorie M" est artinienne, et que les foncteurs 77 et Ty, sont
exacts, il suffit de montrer le résultat lorsque M est un objet simple de M".

Si M est un objet simple de M", la proposition 2.3.6 nous assure dans un premier temps
que M est tué par p. On a donc :

Ti(M) =Hom(T(M), A) et Ty (M) =Fil"(A®3 T(M)§S.

Par ailleurs la méme proposition fournit une description explicite de T'(M) et de ses structures
supplémentaires. Précisément, il existe des entiers n; tels que :

T(M) = 561@“‘@§6d
Fil"T(M) = Su™e, @--- @ Su™ey

avec de surcroit N(e;) = 0 pour tout ¢. Par ailleurs, quitte a passer a une extension non ramifiée
de K, on peut supposer (voir théoreme 4.3.2 de [Car06]) que ¢, est donné par ¢, (u"e;) = e;11,
les indices étant considérés modulo d.

Des descriptions précédentes, on déduit facilement :

Fil"(A®g T(M))yo = T O /T -1 @ - © T O /T - €4
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ou 7 est la réduction modulo 7 de m; (qui, on le rappelle, est une racine p-ieme de 7 fixée).
L’opérateur ¢, agit sur ce module par ¢, (7]¢;) = e;11. Tout élément de Filr(fl ®gT(M))N=0
s’écrit de facon unique x = Zle a; ®e; avec a; = 7y x; et un tel lément appartient a Ty, (M)
si, et seulement si :

pour tout indice ¢ € Z/dZ.

Par ailleurs, se donner un élément de T (M) revient a se donner l'image b; de chacun
des e;, ces images devant vérifier N(b;) = 0, u™b; € Fil”A et commuter & ¢,.. La premiere
condition impose b; € Ok /7. La deuxieme condition assure que b; = 7w "y; pour m; = er — n;
et y; € Ok /m. Finalement, la commutation a ¢, impose les relations :

r P __ =Mit1
Cyy =m0 Y

ou ¢ € k* est la réduction modulo 7 de —7%. Soient € une racine (p — 1)-itme de et z; = €"y;
de sorte que la relation précédente fournisse :

p __ =Mi+1

Comme ¢ € k*, on est ramené a prouver que ’accouplement :

d
(@1, 20) X (21, 20) = 3 2
=1

défini sur les couples de d-uplets solutions des systemes précédents est non dégénéré. (On
remarquera que cet accouplement est a valeurs dans {\ € (Og/7)/ P = 7" A} qui est, par le
lemme 5.1.2. de [Car06]®, bien un F,-espace vectoriel de dimension 1, en I'occurrence engendré
par la réduction modulo p d’une racine (p — 1)-ieme de 7¢".) Par une variante du lemme loc.
cit., si on choisit 7; une racine (p? — 1)-iéme de my, si on note 7; sa réduction modulo 7, et si
on pose :

d—1 d—2
Si = NP NP T A A Nigd—

d—1 d—2
li = mp" " +mipp T4+ Miraa
les solutions de ces systemes s’écrivent :
i_s; i _t;
v =aP g et oz =2

ou x et z décrivent F, (¢ = p?), Pensemble des racines dans k de I'équation A9 = . Il vient
Ele vz = Trp p,(22) -7 ol v = 8; +1; = er - ;%1 est indépendant de i, et on conclut en
remarquant que la trace de F, a I, est une forme bilinéaire non dégénérée. [l

En vertu de ce théoreme, tous les résultats démontrés sur le foncteur 77 se transposent au
foncteur Tiy,. On obtient ainsi un équivalent du théoreme 2.3.1 :

Théoreme 2.3.12. Le foncteur Ty, est exact, pleinement fidéle, d’image essentielle stable par
quotients et par sous-objets. De plus, st M est un objet de M" isomorphe en tant que S-

module a Sy, @ ---® Sp,, alors la représentation galoisienne Ty, (M) est isomorphe en tant que
Z,-module a Z/p™Z & --- & L/p"iZ.

®Dans cette référence, on travaillait non pas modulo 7 mais modulo p. Cependant, on vérifie sans mal que
la méthode marche dans les deux cas.
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2.3.5 Lecasr=0

Comme en 2.2.3, il est possible d’obtenir des descriptions plus simples des objets précédents
lorsque r = 0. Précisément, si M est un objet de M° et si M = M /kM (ou on rappelle que
Kk est le noyau de S — W), on détermine dans ce paragraphe des formules simples et explicites
pour obtenir les représentations galoisiennes 7% (M) et Ty, (M) & partir de M.

On commence par la version contravariante. On introduit le W-module CW (k) = W (k) ®z,
Q,/Z, ou W (k) est I'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans k. Il est muni d’'un
Frobenius provenant du Frobenius usuel sur 'anneau des vecteurs de Witt. Comme pour tout

entier n, W, (k) est naturellement une sous-algebre de Aeyis /D" Aciis, on en déduit par passage a
la limite que CW (k) apparait comme un sous-module de Ais o €t donc également de Ag .
Soit M un W-module de torsion de type fini muni d’un automorphisme ¢q semi-linéaire par

rapport au Frobenius. On pose :
T*.(M) = Hom(M, CW (k)

ou le « Hom » signifie que I'on ne retient que les morphismes W-linéaires commutant a I’action
du Frobenius. Si maintenant M est un objet de M" et M = T(M) = M/kM, 'extension
des scalaires de W a S (voir preuve de la proposition 2.2.8) fournit un morphisme canonique

T (M) = TH(M).

Proposition 2.3.13. Avec les notations précédentes, le morphisme T (M) — T5(M) est un
1somorphisme.

Démonstration. Les foncteurs 77} et T étant exacts (voir proposition A.1.2.4.(ii) et remarque
A.1.2.7 de [Fon91] pour T},), un argument standard de dévissage permet de nous restreindre aux
objets annulés par p. On vérifie directement que le morphisme T (M) — T% (M) est injectif.
Par ailleurs, on a rappelé (voir théoreme 2.3.1) que dimg, 73 (M) = dimg M et, d’apres (la
preuve de) la proposition A.1.2.6 de [Fon91], on a également dimg, T7%(M) = dimy M. 11
s’ensuit I'égalité des dimensions entre T*.(M) et T (M) puis la surjectivité du morphisme. [J

Corollaire 2.3.14. Soit M un objet de M" et M = M/rM. Alors, on a un isomorphisme
canonique et fonctoriel :

To(M) = (M @y W (k))?27=".

Démonstration. Appelons T, (M) le terme apparaissant dans le second membre de I'isomor-
phisme de I’énoncé. Avec la proposition précédente, le corollaire est une conséquence immédiate
des liens entre Ty, et T7 (théoreme 2.3.11) d’une part et T,,, et T, (voir remarque A.1.2.7 de
[Fon91]) d’autre part. O

3 Les faisceaux sur le site log-syntomique

3.1 Rappels et préliminaires
3.1.1 Log-schémas et sites usuels

On renvoie a [Kat89] pour la définition et les propriétés des log-schémas et des morphismes
de log-schémas (en particulier des morphismes log-lisses ou log—étales)_. Tous les log-schémas

considérés dans ce papier sont integres. Si S est un log-schéma, on note S le schéma sous-jacent.
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Si M est un monoide, on note M®P le groupe associé, c’est-a-dire ’ensemble des éléments de
la forme ab™! pour a et b dans M ou deux éléments ab~! et cd™! sont identifiés s’il existe
s € M tel que sad = sbe (i.e. simplement ad = be si M est integre). Si M est un monoide et
G un sous-groupe de M#P on définit le quotient M /G comme le quotient de M par la relation
d’équivalence v ~ y < 2y~ € G.

Si S est un log-schéma fin dont le schéma sous-jacent est tué par un entier non nul et muni
d’un idéal & puissances divisées et si X est un log-schéma fin sur S auquel les puissances divisées
s’étendent, on note (X/S)qis le petit site (log-)cristallin fin (défini dans [Kat89], chapitre 5)
et (X/S)cris le gros site (log-)cristallin fin (défini dans [Bre96], chapitre 3). On note Ox/g le
faisceau structural sur ces sites, Jx/s son idéal a puissances divisées et j)[gl/]s les puissances
divisées successives de Jx/s.

Si S est un log-schéma fin, on note S¢g = Sy le petit site (log-)étale de S : c’est la catégorie
des log-schémas X pour lesquels X est étale sur S et la log-structure sur X est induite par celle
de S, les recouvrements étant les recouvrements étales usuels (sur les schémas sous-jacents). On
note également Sy, le gros site (log-)étale de S défini comme la catégorie des log-schémas fins
localement de type fini sur S et munie de la topologie étale. On note Ox le faisceau structural
sur chacun de ces deux sites.

3.1.2 Topologie log-syntomique

On rappelle la définition d’un morphisme de log-schémas log-syntomiques, due a Kato (voir
[Kat89]) :

Définition 3.1.1. Un morphisme de log-schémas fins f : Y — X est dit log syntomique sl est
intégre, si f Y — X est localement de présentation finie, et si f peut s'écrire étale localement
comme la composée d’un morphisme log-lisse avec une immersion fermée exacte dont l’idéal est
engendré en chaque point par une suite transversalement réguliere relativement a X.

On montre (voir propositions 6.1.1.3 et 6.1.1.4 de [BMO02]) que les morphismes log-syntomiques
sont stables par changement de base et par composition. En outre, on dispose de la propriété
remarquable suivante (proposition 6.1.1.5 de loc. cit.) :

Proposition 3.1.2. 51 Y — X est une immersion fermée exacte, on peut étale-localement
relever les morphismes log-syntomiques sur'Y en des morphismes log-syntomiques sur X.

Si S est un log-schéma fin, on note Ssyn le gros site (log-)syntomique sur X, c’est-a-
dire la catégorie des log-schémas fins localement de type fini sur X munie de la topologie
log-syntomique : une famille (f; : X; — X) recouvre X si tous les morphismes f; sont log-
syntomiques et si topologiquement X = U, f:(X;). De méme on définit le petit site (log-
)syntomique Sy, en se restreignant a la catégorie des log-schémas log-syntomiques sur S. On
rappelle les faits généraux suivants :

1. Iin\gmrphisme f X — Y entre log-schémas fins induit un morphisme de topoi fsyn :

Xsyn — Ysyn. Pour les petits sites, on peut définir des foncteurs fsyn et foyns adjoints
I'un de P'autre, mais on ne sait pas démontrer que fiy,, est exact (& gauche). Cependant
le changement de base définit un foncteur Xy, — Yoy qui est continu pour les topologies
de Grothendieck (voir [Art62]). Ainsi fyn. envoie faisceaux mous sur faisceaux mous, et

on dispose encore de la suite spectrale de Leray.

2. On dispose d’un foncteur de restriction pg, : Ssyn — é:y/n qui est exact et admet un
adjoint a gauche p¥. On ne sait pas montrer que p§ est exact (a gauche), mais le morphisme
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d’inclusion Sgy, — Sgyn est continu pour les topologies de Grothendieck de sorte que 1'on
dispose d'un isomorphisme RI'(Sgyn, F) = RI'(Ssyn, ps«F) pour tout faisceau abélien F
sur Ssyn-

3. Sii:Y — X est une immersion fermée exacte, les foncteurs igyn, et igyn, sont exacts en
vertu de la proposition 3.1.2.

3.1.3 Plusieurs bases

Sauf mention explicite du contraire, on suppose a partir de maintenant que r > 0. Ceci
implique en particulier e < p — 1.

Pour la suite, on sera amené a considérer plusieurs bases qui sont :
(0= wy o (N2 O0) o (N oy (N W
1 — 7 1 — 7 U = u

Nu — 5, _ Nu — S _ Nu — Sp _ Nu — &k
U — U ’ U = U ’ U = U ’ u +— 0

On note simplement celles de la premiere ligne Spec W, (ou méme parfois seulement W,,), T', T,,
et V, dans cet ordre. Pour la seconde ligne, on utilise les notations E,, E, E(Q) et £ (ou encore
T) dans cet ordre. La base E(g) ne sera utilisée que pour e > 2. Pour des raisons pratiques, on
travaillera aussi avec la base V! qui est simplement V,, dans laquelle on a noté xy I'indeterminée
a la place de u.

Les bases Spec W,, et T}, sont munies de puissances divisées sur 1'idéal engendré par p. Les
bases E,, E et E’(Q) en possedent sur l'idéal engendré par les % pour ¢z > 1. Finalement, on

munit également E de puissances divisées sur l'idéal nul. On a un diagramme commu‘ca‘mfi :

TS e T,C
EC E )y E1© EC e E,C

ol tous les morphismes sont des épaississements et les fleches verticales, obtenues en envoyant u
sur 7, sont compatibles aux puissances divisées. On a de plus des morphismes évidents F,, — V,,
et V,, — Spec W,, dont la composée est aussi compatible aux puissances divisées.

Les bases E,, E’( 2)s E et E sont munies d'un (relevement du) Frobenius : c’est la multipli-
cation par p sur les monoides, le Frobenius défini au paragraphe 2.1.1 sur S,,, et I’élévation a
la puissance p sur S(g), S et k.

3.2 Définition des faisceaux

A partir de maintenant, on reprend la situation de l'introduction : X est un schéma sur
Ok propre et semi-stable. Dans ces conditions, sa fibre spéciale définit une log-structure qui en
fait un log-schéma log-lisse sur T'. Pour tout n, on pose X,, = X X7 T,, c’est un log-schéma
log-lisse sur T,, et de plus si n = 1, le morphisme structural X; — T3 est du type de Cartier
(voir définition 4.8 de [Kat89]). Le but de ce paragraphe est d’introduire des faisceaux sur le site

6Si e = 1, il faut retirer le schéma E(g) du diagramme.
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(T,)sy~ (et donc aussi (T},)syn, (Xn)syn et (X,)syn par restriction”) que I'on aura a manipuler
constamment par la suite.
Pour débuter, sur chacun des sites précédents, on note O, le faisceau structural modulo p™.

Le faisceau O, Fixons un entier n > 1. On montre (voir [Bre98]) que 'association :
U H((U/Wy)eris, Ovyw,,) = H°(U/Wy)eris, Ouvyw,)

(ou U sur T,, est vu sur W, grace au morphisme canonique 7,, — W,,) définit un faisceau sur
le site (T,)syn que I'on appelle O, 11 est muni d’une filtration définie par les sous-faisceaux :

Jlbers . HO((U/Wn)crisaj[[js/}Wn) = HO((U/Wn>CRISa»7[BS}Wn)

pour tout entier (relatif) s. Les restrictions de ces faisceaux aux sites (77, )syn, (Xn)syn €t (Xy)syn

sont encore notées O et 7™ De plus (voir loc. cit.) la cohomologie des précédents faisceaux
permet de retrouver la cohomologie cristalline de X,,. Précisément on a :

Hi((Xn)syna O%ris) = Hi((Xn>SYNa O;ris) = H%((Xn/Wn)cri& OXn/Wn> (3)
= H'((X,/Wy)cris, Ox,,/w,)

et des formules analogues pour les faisceux jn[s} seris

Le faisceau O%'. De méme, a 'aide de 1'épaississement T, — F,,, pour tout entier s, on
définit les faisceaux J¥ sur le site (T,,)sy~ par l'association :

U H((U/Ev)ersr Ti,) = HO(U/En)orss, TS,

0 L . : : .

et on pose O = T, Comme précédemment, la cohomologie de ces faisceaux restreints a

(Xn)syn ou (X,,)syn permet de retrouver la cohomologie cristalline (munie de sa filtration par
les puissances divisées) de X, relativement a la base E,,.

Du fait que le morphisme T,, — W, se factorise par 1’épaississement 7, — Enj on récupere

un morphisme de faisceaux O — O qui envoie la s-iéme puissance divisée Jhes gupe gl

Le cas n = 1. Comme nous Pavons déja vu en 2.2, il est agréable de considérer les bases S
et S' pour étudier les objets modulo p. Cette constation est encore valable a ce niveau, et
pour mener a bien ’étude de la cohomologle des falsceaux précédents, nous allons étre amené
a manipuler des versions des faisceaux O5' et jl sur les bases E, E(g) (lorsque e > 2) et
également E. Si T est I'une des deux premieres bases, on pose :

T U) = HO(U/V)esier T y) = H(U/T)ers, T )

et on agrégera souvent J g] (resp. J ]E;( ] )) en J1 (resp. j([;)]) Réciproquement, on pourra aussi
2

écrire pour j . Pour T = FE, la situation est légerement différente car on dispose d’un
morph1sme E — T; et non le contraire. La formule dans ce cas est :

jgl(U) _ FH@) = HO((U/E)criS7j[B}E) HO((U/E)CRI&j(gS/]E)

ot U est un log-schéma sur Ty et on U = U x7, E. Lorsque s = 0, on s’autorise & remplacer
« JOIs par « O » dans toutes les écritures. Comme précédemment, on a des formules analogues
a (3) que nous laissons au lecteur le soin d’écrire.

"Notez que X,, est log-syntomique sur T,, de sorte que (X»n)syn est un sous-site de (77, )syn-
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3.3 Calculs locaux

L’auteur remercie le referee de lui avoir signalé la méthode exposée ci-dessous, sans doute
plus simple que celle de [Bre98], pour mener a bien les calculs locaux.

3.3.1 Méthode générale

Pour les manipulations a venir, on aura besoin de donner des descriptions locales tres expli-
cites des faisceaux précédents, au moins sur les petits sites. Donner ces descriptions sera pour
nous donner des formules pour F(U) ou F est le faisceau que 'on cherche a décrire et ou U a
une forme bien particuliere.

Considérons pour I'instant un log-schéma U log-syntomique sur 7;,. Par définition des mor-
phismes log-syntomiques, quitte a remplacer U par un schéma étale sur U (qui est certai-
nement aussi log-syntomique), on peut supposer qu’il existe un log-schéma Y log-lisse sur
V' et une immersion fermée exacte U — Y Xy, T, dont l'idéal est engendré par une suite
réguliere fi,..., f; de sections globales de OYxVéTn- Si 'on note encore xy les éléments de
(Y, My) (My étant le faisceau de monoides associé a Y') et I'(Y, Oy ) images de x¢, la com-
posée U — Y xy, T, — Y est encore une immersion fermée exacte dont l'idéal est engendré
par la suite réguliere E(xg), f1,. .., f;- Quitte a restreindre encore U, on peut supposer en outre
que U = Spec A et Y = Spec B sont affines et qu’il existe des sections globales z1, ..., x4 de
My telles que les dlog x; forment une base de Q%//vyg- La famille des dlog z; (0 < i < d) forme
alors une base de Q%,/Wn.

Les ouverts que nous allons considérer pour les calculs locaux sont encore des raffinements
des U précédents. Avant de les décrire, fixons une notation : si R est un anneau et P un
monoide integre, Spec (R)[P] désigne le schéma Spec (R[P]) muni de la log-structure associée
au morphisme de monoides canonique P — R[P]. Pour tout entier i, notons & présent U* et Y
les log-schémas rendant les deux carrés du diagramme suivant cartésiens :

Ui Y’ Spec (W, )[N"*1]
l l i(ao,-..,ar)H(p"ao ,,,,, plar)
U Y —— Spec (W,,)[N"*]

(@0 ) g0

Par propriété de changement de base, les morphismes U? — U sont log-syntomiques et Y est
log-lisse sur W,,. De plus, les schémas sous-jacents a U® et Y sont affines d’anneaux respectifs
notés A’ et B et on a la propriété fondamentale suivante :
h_'n>1F(Y’, QYZ-/WH) =0
(2

qui va permettre d’utiliser un calcul & la de Rham pour déterminer les lim F (U") pour les
faisceaux F qui nous intéressent.

Nous ajoutons finalement encore quelques notations. On désigne par A (resp. B*) la limite
inductive des A’ (resp. B'). Par la suite, nous utiliserons les lettres minuscules caligraphiées (f,
g, h, etc.) pour désigner les préfaisceaux sur les sites syntomiques et les majuscules correspon-
dantes (F, G, H, etc.) pour les faisceaux associés. De plus, si f est un préfaisceau, nous notons
f(U>) = lim. f(U ). La proposition suivante énumere certains résultats élémentaires, déja en
partie utilisés et énoncés dans la littérature (voir par exemple la proposition 6.2.2.1 de [BM02]),
que nous manipulerons constamment par la suite.
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Proposition 3.3.1. Soient f, g et h trois préfaisceaur sur (T,)sn et a : f — g, B : 49 — h
deur morphismes. On note F, G et H les faisceaux associés. Alors :

1. si « induit un isomorphisme f(U) — g(U>) pour tout U de la forme précédente, l’ap-
plication induite F — G est un isomorphisme ;

2. st a et (B induisent une suite exacte f(U®) — g(U>®) — A(U*®) pour tout U de la forme
précédente, la suite F — G — H est elle-méme exacte;

3. si a est un préfaisceau d’anneaw sur (1,)gyn et que m est un préfaisceau de a-modules tel
que m(U>) est plat sur a(U™®) pour tout U de la forme précédente, alors M (faisceau
associé a m) est plat sur A (faisceau associé a a).

Démonstration. Prouvons le premier point. Soit K un faisceau sur (7}, )syn. Comme Ut — U*
est un recouvrement log-syntomique, les morphismes de transition dans la limite inductive
lim K(U *) sont injectifs. Ainsi K(U) apparait comme un sous-ensemble de K(U*). On en déduit
que si K(U>) = 0 pour tout U, alors K = 0. Le premier énoncé de la proposition s’ensuit en
considérant les faisceaux associés aux noyau et conoyau de «

Le second point ne pose pas de difficulté connaissant le premier, et le troisieme est une
simple vérification de la définition. U

3.3.2 Calcul des faisceaux O et Ot sur le petit site syntomique

On garde les notations du paragraphe précédent. On note DS I'enveloppe & puissances
divisées (compatibles avec les puissances divisées canoniques sur pW,,) de I'immersion fermée
exacte Ut < Y et R son anneau. Il est muni d’une filtration par les puissances divisées que
I'on note J¥*h<s. En vertu de I'annulation de lim T'(Y?, QL. .. ), on obtient les égalités :

—1 Y /Wn
Ocris(Uoo) — lim Ri,cris — Roo,cris
n —
1
jis],crls(Uoo) _ h_r)n Jz,[s],crls _ Joo,[s],crls‘

(2

Du fait que le noyau de B" — A’ est engendré par la suite réguliere E(xq), f1, ... ) Jt, on déduit
que le morphisme Y; — Spec (W, [zo, f1,..., f]) est plat sur un voisinage de X; puis par la
proposition 3.21 de [BO78] (et un passage a la limite inductive) :

OZS(U®) = RS = S, (fi, ..., f1) Owilwo.fr,....f) B (4)

ol xg est envoyé sur u dans S,,. De méme, on a des descriptions des gradués de la filtration :

jn[s],criS(Uoo) B Joo,[s],cris B @ B>
(E(xo), fi,---, fo)

[s+1],criS(Uoo) - Joo,[s-l—l},cris =

n

Ymo (E(20)) Y, (f1) - Y, (fr)  (5)

|m|=s
ol m désigne un uplet (my,...,m;) et ot par définition |m| = mqg+ -+ my.

On procede de méme pour le calcul de O3 en plongeant U? dans le produit fibré Y xy,, E,
qui est log-lisse sur E,. Si 'on appelle D? I'enveloppe & puissances divisées de cette immersion
fermée (non exacte) et R’ son anneau muni de la filtration par les puissances divisées J>*1, on
a:

O} (U*) = lim R = R
jrgs](Uoo) _ hLQJl’[S] _ Joo,[s}'

7
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L’enveloppe & puissances divisées de U® — Y xy, E, s’identifie & celle de U? — Y xy, V.
Pour calculer cette derniére, suivant les indications du paragraphe 5.5 de [Kat89], on construit
une « exactification » U? — Z% — Y% xy, V,, ol le premier morphisme est une immersion
fermée exacte et ou le second est étale. L’enveloppe a puissances divisées recherchée sera alors
'enveloppe & puissances divisées classique de U? — Z°.

On commence par exactifier le morphisme 7,, — V! xy, V,, défini par xy — 7, u+ 7. Si P
désigne le sous-monoide de Zxy @ Zu formé des nxy + mu tels que n +m € N, il est clair que
la factorisation recherchée s’écrit :

xg — 1
w1

Nu @ Nxg P N

| | l

Wn [Io, U] Wn [SL’Q, U] ®Z[N2] Z[P] OK/p"

xg — 1
u— 1

et le produit tensoriel W, [, u] ®zne) Z[P] s’identifie a Wy, [z9, X
(1,—1) € P. (Ainsi, dans cette nouvelle écriture, u vaut 3%.
Ul — Y xy, E, s’obtient en posant :

, 7o) ot 14+ X est I'image de
) Finalement l'exactification de

7 = (Y X W, Vn) XVAXWnVn (SpeCWn |:'LL,X, H—X:| ,P) .

En tant que schéma, on a Z° = Spec(C’ avec C' = B[X, 14+X

divisées, on trouve la relation R = R** (X)) puis en passant & la limite inductive :

]. En prenant les puissances

Oy (U™) = OF=(U%) (X). (6)
Notons C* = lim_ C};. Comme la suite (X, E(u), fi1, ..., f¢) est réguliere dans (', le morphisme

Zt — Spec (Wyu, f1,. .., f, X]) est plat sur un voisinage de U’. On en déduit des formules
analogues a (4) et (5) :

O:Lt<UOO) =R = Sn <f17 BRI fta X> ®Wn[u7f1,~~-,ft,X} c (7>

[s] [e%¢) 00,[s] o0
£l R B c Yorg (B ()00, (1) A (Ve (X). (8)

T ey — gl T W (B (), fr,. . fi, X)

On se souviendra également que sur la premiere des deux formules précédentes, le sous-module
JAS](UO") est engendré par les éléments Y, (E(w)) Vi, (f1) -+ Yime (ft) Ymeya (X) pour |m| > s.

|m|=s

Proposition 3.3.2. Les faisceaur O sont plats sur S,, et pour tout entier s les faisceauz Tl
sont plats sur W,.

Démonstration. Comme le morphisme Z* — Spec (W, [u, f1, ..., f;, X]) est plat sur un voisi-
nage de U’, on est ramené a montrer les assertions correspondantes avec S, (fi,..., fi, X) et
son s-ieme idéal a puissances divisées. C’est alors évident. U
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3.3.3 Calcul en caractéristique p

Lorsque n =1, on a des formules analogues pour les faisceaux sur les bases Ej, E, E(2) (si
e > 2) ou E. Soient T l'une de ces bases et Sy son anneau. Pour simplifier les formules a venir
posons :
c> e
Ay = Q] St 5 Boo=————"— et B, =DB,/u"B
(ff:"'aftanp) . = (fh'"aft:X) > >

On abrégera par la suite Ag, (resp. Ap, resp. AE@), resp. Ap) en A; (resp. A, resp. A(g), resp.

A). En appliquant les mémes méthodes que précédemment a I'immersion fermée U’ — Y xy, T
(resp. U xp, E — Y* x; E pour T = E), dont I'exactification est donnée par Z¢ xy, T, on
obtient :
O%P(UOO) = ST <f1a'~'7ftaX> ®k[u,f1,...,ft,X] ce
= @AT Ypm4 (fl) te 'met<ft)ﬁ)/Pmt+1 (X) <9)

ainsi que des écritures pour les quotients 7- [S](U <)/ jq}SJrl](U ) que nous ne répétons pas.

Pour la suite, nous aurons besoin de raffiner la filtration a puissances divisées sur les faisceaux
précédents. Exactement, nous posons la définition suivante :

Définition 3.3.3. Soit ¢ un nombre rationnel de la forme é ou t est un entier positif ou nul.
Sit = se+ 0 est la division euclidienne de t par e, on définit le préfaisceau :

jv[fq} _ uaj}[rs] 4 jsH]
et j[q] son faisceau associé.

Lorsque ¥ = E, la multiplication par w annule les faisceaux J!, d’ott on a simplement
Ty lal _ \7%8] ol s est le plus petit entier supérieur ou égal & ¢. En gardant les notations de la
définition, si on pose de méme Jol = /% Joolsl - jooils+l - on ajj[gl](Uoo) = Joll et des égalités
analogues pour les autres bases. On en tire les descriptions rassemblées dans le lemme suivant :
Lemme 3.3.4. Supposons que T soit lune des bases Ey, E ou E (si e > 2) et notons Sy

I’anneau correspondant. Soient ¢ = s + ; etq = s+ ;, avec s entzer et 0 <o < <e. Alors
siq <2 oun estle plus petit entier® tel que u* =0 dans S, on a :

jr (U>) 5
_ @ Bs_s Mot e frme X e

Jﬁ[fq](Uoo) |m|=s
Lorsque T = E, on a pour s <p—1
j[S] UOO) Mt VMt
TEIT=) SPSBl e frexen,

Démonstration. On se ramene facﬂement & montrer que la multiplication par «’ induit un
isomorphisme entre By _s et u’Bog / 1% B Elle est clairement surjective. De plus comme la suite
u®, fi,..., f; est réguliere dans C*°, I’élement u° n’est pas diviseur de 0 dans B.,. Ainsi u ne
I’est pas non plus, ce qui assure l'injectivité. Il

Remarque. 11 est possible d’écrire des formules (pas beaucoup plus compliquées) pour d’autres
quotients de ce type, mais nous n’en aurons pas besoin par la suite.

8Clest-a-diten=epsi T =E1,n=psiY=Fetn=2psi T = E(g).
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Corollaire 3.3.5. Soient s et t des éléments de %N avec s < t.
Sit < 2, le morphisme canonique O35t — O induit un isomorphisme de faisceaux sur
(Tl)syn N
jl[S]/jl[t} ~ j[s]/j[t]'
2p

Sie>2ett< 2, alors la projection O — (555) induit un isomorphisme :
[s] ) 70t  Flsl/ 7[t]
I =~ <-7(2)/~7(2)'

Démonstration. Lorsque t et s ont méme partie entiere, les isomorphismes résultent directe-
ment des descriptions précédentes. Dans le cas général, on procede par dévissage. U

Corollaire 3.3.6. Soient T ['une des bases F1, E ou E(Q) (sie>2) et Sy l'anneau correspon-
dant. Soient ¢ = s + g avec s entier, 0 < d < e el q <2 (ot n est défini comme dans le lemme
3.8.4). Alors la multiplication par u’ induit un isomorphisme de faisceaus :

j#] / j%s+1/e] ~ jj[rq] / jj[fqﬂ/e]
On utilisera finalement un dernier lemme concernant cette filtration :

Lemme 3.3.7. Soient k € {0,...,p— 1} (resp. k € {0,...,2p — 1}) et ¢ € IN. Notons s la
partie entiere de q. Alors on a une suite exacte :

00—yt gld — o gk Jlatt/el o Fls+1 o

(resp. 0 — uk—l—lj[é]) . ukqu;)rl/e] SR 4 € 2 | ).
Démonstration. Commencons par expliciter le morphisme u* 714+ — Fl+1 Pour cela, on
construit un morphisme uk j la+1/e] — TIs] ot on montre par la suite que son image est contenue
dans JE+Y. Si k = 0, il est obtenu comme la restriction & J4t/¢ de la projection canonique
Tk — J.Si k> 0, on introduit K le noyau de la multiplication par u* sur T Daprés les
descriptions locales, K est inclus dans uO® et donc s’envoie sur 0 sur J. Ainsi, on récupere
une fleche uf Jk — FU (qui correspond moralement & la division par u*); elle fournit par
restriction & v J14T/¢ le morphisme recherché.

Il s’agit maintenant de vérifier que celui-ci prend bien ses valeurs dans J**! et qu'il conduit
a la suite exacte annoncé. Comme dans la proposition 3.3.2, on est ramené a faire la vérification
avec S (fi,..., fi, X) et k(f1,..., f, X), ce qui ne pose alors plus de probleme.

On procede pareillement pour la seconde suite exacte. O

3.4 Les opérateurs
3.4.1 Le Frobenius

On rappelle en premier lieu que sur un log-schéma de caractéristique p, on définit le Frobe-
nius absolu de la fagon suivante : c¢’est le Frobenius absolu classique sur le schéma sous-jacent
et la multiplication par p sur le monoide. Par ailleurs, si n et m sont deux entiers avec n < m,
on a un épaississement ¢ : T;, — T;,. Ainsi pour tout faisceau F sur (7}, )syn, on peut former le
faisceau i, F sur (1,,)syn- Le foncteur i, est exact (c’est une conséquence de la propriété 3.1.2)
et, par abus, on note encore F le faisceau 7, F. L’exactitude assure qu’il revient au méme de
calculer les cohomologies de F sur les sites (T5,)syn €t (T0n)syn-
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Par platitude sur W,, (voir proposition 3.3.2), pour des entiers n + i < m, la multiplica-

tion par p’ identifie sur le site (T7,)syn les faisceaux O5F et p'Os',; et de méme le faisceau O3

(resp. jr[f]) s'identifie & O /p™ (resp. T /p™) d’apres les descriptions locales. Comme la base
E,, est munie d'un relévement du Frobenius (voir paragraphe 3.1.3), les groupes O(U) =
H(U/Ep)eis, Ovyg,) = H((Ui/Ep)eis, Ovyg,) (ot Uy = U xr, Ti est de caractéristique
p et donc muni du Frobenius absolu) héritent d’un opérateur de Frobenius ¢ qui s’étend
immédiatement en un morphisme de faisceaux ¢ : O3 — O

Par ailleurs, pour tout entier positif ou nul s < p — 1, on a l'inclusion ¢(.77£8]) C p*Ost. Ceci
permet de définir un morphisme de faisceaux ¢, sur le site (75,,)syn (pour m > n+ s) comme la
composeée :

T =Ty = O < O
apres avoir vérifié que ¢ passe au quotient.

Remarque. Les faisceaux T et O sont définis sur le site (T),)syn mais ¢ n’est, lui, défini que
sur (45 )syn-

Dans la suite, on aura besoin de comprendre comment les opérateurs ¢ et ¢, agissent au
niveau des descriptions explicites calculées précédemment. Pour cela, en conservant les notations
introduites jusqu’alors, on commence par définir un relevé du Frobenius sur Y¢. Comme ce
dernier log-schéma est log-étale sur Spec (W,,)[N"T1], il est suffisant de définir le relevé du
Frobenius sur Spec (W,,)[N"*!] et on prend alors simplement le Frobenius usuel sur W, et la
multiplication par p sur le monoide N"*!. On obtient comme ceci un Frobenius ¢ : B* — B’
tel que ¢(x;) = af pour tout i € {0,...,r} et dont la réduction de ¢ modulo p n’est autre
que I'élévation & la puissance p. Ce Frobenius s’étend finalement & C* = B;[X, ﬁ] (et & Z°)
simplement en posant ¢(X) = (14 X)? — 1 (ou si l'on préfere ¢(1 + X) = (1 + X)?).

Le calcul de ¢4 est, quant a lui, légerement plus délicat a mener puisqu’il demande de relever
largument modulo p™**. Toutefois, s’il 'on prend bien garde a choisir ce relevé dans la s-iéme
puissance divisée, il n’y a aucun piege : on applique ¢ a cet élément, on divise par p® et on
réduit modulo p". Malgré tout, lorsque s < p — 1 et n = 1, 'application ¢, est entierement
déterminée par ¢ (en particulier, elle est définie sur (7%)sym) de la facon suivante. Tout d’abord

comme ¢; s’annule sur Jl[z], il définit par passage au quotient un morphisme de faisceaux (sur
le site (1%)syn) 1[1} / j1[2] — Off. En outre, on a le lemme suivant :

Lemme 3.4.1. Supposons s < p—1. Le morphisme de faisceaur canoniques Syme, 1[1}/‘_71[2] —
jl[s]/jl[sﬂ] est un 1somorphisme.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la formule (8) apres avoir remarqué que
OuU%) = G fii) -
Lorsque s < p — 1, 'application ¢ s’obtient alors comme la composée :

j1[S] [s]/ [s41] Sym®¢1 Ost

On prendra garde cependant au fait que lorsque s = p — 1, les deux applications ¢, ; et
Sym? ¢, sont définies mais ne coincident pas!
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3.4.2 La monodromie

On munit en outre O3 d’un opérateur N défini comme dans le paragraphe 3.5 de [HK94]
(a un signe pres). Rappelons brievement sa construction. Soient V,(1) = V,, xw, Vi, et E,(1)
I'enveloppe a puissances divisées de I'immersion fermée T, — V,(1). On définit le faisceau
O%(1) par la formule :

Oy ()(U) = H((U/En(1))eris, Ovyany)-

On a des morphismes pry, prj : O — ©O3%(1) induits par les projections canoniques E, (1) — E,
et comme on a montré (6), on prouve que pri induit un isomorphisme O (V) — O(1) ou
I'élément Y € OFF(1) est défini par la relation (14Y)pry(u) = prs(u) vérifiée dans I'(E,(1), Mg, 1))
Ainsi pour toute section locale 2 de O3, on a une écriture unique de pri(x) sous la forme :

S b1 (@) (V)

m =0

avec I, section locale de O, La définition de 'opérateur N est finalement N(z) = —z;. On
montre facilement que N vérifie la loi de Leibniz, qu’il est compatible au N de S,, et qu’il est
nul sur le sous-faisceau O, De plus, en reprenant les notations de la formule (6), sur U, on
a g = u(l+ X) d’ou en appliquant N, on tire uN(X) = u(1l + X) puisque N(u) = —u par
définition et N(xq) = 0 du fait que xo € OTS(U>). Comme ceci est valable pour tout n, il reste
N(X) =1+ X. De ces descriptions, il découle directement la proposition suivante :

Proposition 3.4.2. Pour tous entiers s > 0 et n > 1, on a une suite exacte de faisceaux sur
le site (T,)syn -
N

0 jn[s],cris jrgs] jn[s—l] 0.

Mentionnons finalement la relation de commutation N¢, = ¢,_1 N valable pour tout entier
s < p—1. Sa vérification ne pose pas de réelle difficulté. De ¢(1+X) = (1+X)P, de N(O) = 0,
de N(1+ X) =1+ X et des conditions de « linéarité » satisfaites par les opérateurs ¢ et N, on
dérive la relation N¢ = pop N, de laquelle il découle directement la formule annoncée.

3.4.3 Sur les autres bases

Soit T T'une des bases E(g) (sie > 2), E ou E et Sy son anneau. A partir des formules
obtenues en 3.3.3, on montre que 1’on a un isomorphisme canonique :

O ®g, Sy ~ OF

qui permet de définir N sur O par la formule N ® id+id® N. .

De méme, supposons que Y soit I'une des bases E(g) (si e > 2) ou £, et posons n = 2 dans
le premier cas et n = 1 dans le second. Les formules explicites obtenues en 3.3.3 montrent que
sies <np,ona:

[s]
J- R Ji .
T 7 (FilrS, + umS,)Ost
Lorsque s < p—1 et es < np—n, on a en outre U'inclusion ¢,4(Fil?S; +u"?S;) C Fil?S; +u"S,
de laquelle on déduit que l'opérateur ¢, passe au quotient, définissant ainsi un morphisme
JE - 05t encore noté ¢,.
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3.5 Les faisceaux « car »

Soit T T'une des bases Fi, E(Q) (sie > 2), FE ou E. Dans les trois premiers cas, on pose
Y = T; et dans le dernier ¥ = F.

Soit U un log-schéma fin (localement de présentation finie) sur 7. Le log-schéma U =
U x7, T est muni d’un morphisme vers Y. On note U’ = U xy YT ot T est vu sur lui-méme
par le morphisme de Frobenius absolu. On note fz : U — U’ le Frobenius relatif. Dans la
terminologie de Kato (voir [Kat89], paragraphe 4.9), c’est un morphisme faiblement purement

inséparable et d’apres le théoreme 4.10 de loc. cit., il se factorise de fagon unique sous la forme :
fo:U—=U"—=U

ol le premier morphisme est purement inséparable et le second est log-étale. Ceci permet de

définir, comme dans le paragraphe 2.2.1 de [Bre98|, le préfaisceau OF" par 1'association :

O%&I‘(U) - F(U”7 OUW).

On prouve (voir appendice B de [Bre98]) que ceci fournit en fait un faisceau sur le gros site
(T1)syn- Il est muni d’'un morphisme O$* — O% que l'on construit comme suit. Soit U — T
un objet de (U/T)cris. L'idéal de O7 qui définit ¢ est muni de puissances divisées et donc
sa puissance p-ieme est nulle. On en déduit que le Frobenius absolu de 7 s’écrit comme une
composée T — U — T (ou la seconde fleche est celle dont on est parti). Introduisons les
log-schémas U’ et U" définis & partir de U de la méme facon que ne I'étaient U’ et U” & partir
de U. Par propriété universelle du produit fibré le morphisme 7 — U se factorise sous la forme
T —U" — U et on a un carré commutatif :

UHUII

|

T —U

ou le morphisme de gauche est purement inséparable et celui de droite log-étale. Ainsi, par
le lemme 4.11 de [Kat89], il existe une unique flecche 7 — U"” factorisant le diagramme, que
I'on peut composer avec le morphisme U” — U” provenant par fonctorialité de la fleche U —
U (donnée par hypothese). Cette composée induit sur les sections globales une application
O (U) — I'(T, Or). Par passage a la limite projective, on en déduit un morphisme O (U) —
OF%(U) comme souhaité.

Il est encore possible de donner une description locale explicite du faisceau OF" sur le petit

site (11 )syn- Considérons un log-schéma U log-syntomique sur 77 qui a la forme décrite en 3.3.1.
On reprend aussi les autres notations de cette partie, en particulier les log-schémas U?, Y et
Z'. On pose Ul = U x7, T. On considere U' — U"" — Ul et Z' — Z"* — Z'" les factorisations
données par le théoreme 4.10 de [Kat89] des Frobenius relatifs de U?/T et Z¢/V;. On dispose
du diagramme commutatif suivant :

U//i U/z‘ Uz

| .

AL X Y — 27" X T*)Zl X T
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ot les deux carrés sont cartésiens. Notons "> = lim I'(Z"*, Ogni). De ¢(Fil'Sy) = 0 (olt St
est 'anneau de Y), on déduit :

C//OO
(ff, ..., f, X"

OCTar(UOO) = ®k[u} ST

ot les f et X” sont les images des f; et X par le morphisme C®° — C”* déduit de Z"% —
Z'"" — Z'. Par le théoreme 4.12 de [Kat89] et I'annulation de lim; I'(Z*, 2}, v1)» le Frobenius
relatif foo : C">° — C° est un isomorphisme. Ainsi :

COO
(fl?"'aftp?Xp)

O (U>) ~ Q) St = Ar. (10)

Théoreme 3.5.1. Soit s un entier vérifiant es < p — 1. Soit T ['une des bases Fy, E(g) (si

e>2), E ou E. Soit Y =Y dans les trois premiers cas, et Y' = E dans le dernier. Soit n un
entier qui vaut e dans le premier cas, 2 dans le second, et 1 dans les deux derniers. Alors, le
morphisme de faisceaur’ :

id®(Sym° ¢1)
_—

Ocar ®Ol/7r“(’)1 jT[S/}/j[S/-&-n/e] Ofrt

est injectif et le préfaisceau image du préfaisceau produit tensoriel, noté f/O%, vérifie'

£ O%( @ Ax Ypmy (1) * +* YVome (Fe) Yoma (X))

|m|<s

Remarques. Le corollaire 3.3.5 montre que le quotient 75 /75579 identific a 7,/ 75+,

alors que le lemme 3.4.1 assure qu’il est légitime d’appliquer Sym®¢p; a \71[5}/ jf””

lindarité de ¢, implique que Sym®¢; s’annule sur 7,/

qui apparait dans 1’énoncé du théoreme est bien définie.
Lorsque s < p — 1 (ce qui est automatique si e > 1), les lignes qui suivent la démonstration

du lemme 3.4.1 disent exactement que 'on peut remplacer Sym®¢; par ¢, dans I’énoncé du

théoréme.

. La semi-
et donc finalement que 'application

Démonstration. Nous ne donnons la preuve que pour le cas de la base E1, les autres se traitant
de méme.

Soit U, un log-schéma log-syntomique sur 75 ayant la forme décrite en 3.3.1. On note AS°,
B3° et C5° les anneaux associés a Uy et A>, B> et ' leurs réductions modulo p. On a les
descriptions locales suivantes :

Coo
O(UX) = A>® = :Be ; O (U®) = A
1(2) (Ue,fl,--~,ft>X) 1 (2) 1
\7 (U2 )/j18+1 U2 @ B, us— |m|)fm1_”fz77/tth+1
Im|<s

90n fait remarquer que bien que la source et le but soient des faisceaux définis sur (T1)syn, le morphisme lui
n’est défini que sur (7%)syn-
10A comparer avec la description de O5t donnée en (9).
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OSt UOO @ Al Ypma fl) * Ypmy (ft)’}/pmwrl (X)

données par les formules (9) et (10) et le lemme 3.3.4.

Pour conclure, d’apres la proposition 3.3.1, il suffit de montrer que les deux modules
O™ (Us®) ®@g, J, [S](UQOO) JTETNUS®) et F1O(US®) sont isomorphes par le morphisme id ®
(Sym®¢y). Ce sont tous les deux des A;-modules libres dont une base est indexée par les familles
m = (my,...,mu) telles que |m| < s. Il suffit donc de montrer que la matrice de id® (Sym®¢, )
dans ces bases est inversible. On est ainsi amené a calculer ¢ (u®)™0 ¢y (f1)™ - - - o1 (fr) ™ P1 (X )™+
(avec mg = s — |m|). Pour calculer les images par ¢y, on doit relever 'argument dans :

TINUSY = FIL Sy (frr s fir X) @wiufoofox] C5F)

appliquer le Frobenius, diviser par p puis réduire modulo p. Pour I’élément X, on choisit le relevé

X qui s’envoie au final sur —v,(X) + S277/ %D( )X™. Pour u¢, on choisit le relevé E(u) et on

obtient ¢ (u) = ¢ qui est inversible dans S;. Pour f;, on choisit le relevé f; et de ¢(f;) = fF+pg;
avec g; € C5°, on déduit ¢1(f1) = —,(fi) + ¢;- Au final, on obtient une écriture de la forme :

Gr(u)™O1(f1)™ - o1 ()™ o1 (X)) = (1), (f1)™ () (X)) + g
ac™ - Ypm, (f1) -+ "Ypmt(ft)’Ypth(X) +9g

ou « est un inversible de Z, et ou g n’a que des composantes non nulles sur les éléments de la
base indexés par les m’ pour lesquels [m’| < |m|. On en déduit que la matrice de id ® (Sym®¢p,)
est triangulaire et que ses éléments diagonaux sont inversibles (déja dans Si). Ainsi, elle est
inversible comme voulu. u

4 Calcul de la cohomologie cristalline

On conserve encore les notations et hypotheses précédentes (notamment sur X et r — c’est-
a~dire r > 0 et er < p — 1) et on montre, que pour tout entier n et tout entier i < r, les
quadruplets :

(H'(Xa)syns O5), H' (X )syn: i) 6, N)

sont des objets (tués par p™) de la catégorie M". On fait remarquer une fois de plus que le
morphisme ¢, n’est défini que sur (X1, )syn. Toutefois, I'écriture précédente du quadruplet est
l1égitime car on dispose d’isomorphismes canoniques entre (H'((X,,)syn, O5F) et (H*((Xy1r)syn, OF)
d'une part et He((X,)syns Ji7) et H' (Xt )syms i) d’autre part.

On commence par traiter le cas n = 1 (sous-partie 4.1) ou la conclusion demeure méme
pour ¢ = r. On procede ensuite par dévissage avant de passer un passage a la limite projective
pour proposer une version entiere (sous-partie 4.2).

4.1 En caractéristique p

Nous montrons que, pour tout ¢ < r, les quadruplets :
(H'((X1)m OF), H(X1)syns T, 67, N)

o~ -
définissent des objets de M, M, et M" lorsque T vaut successivement E, Ey) et Ej. La
conclusion qui nous intéresse est 1’énoncé qui concerne la base E; mais nous avons besoin,
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pour I’établir, de passer par les deux étapes préliminaires. Ce plan de preuve ne fonctionne que
lorsque e > 2, mais lorsque e = 1, c¢’est encore plus facile puisque 'on peut passer directement
de By & FE comme cela est fait dans le paragraphe 2.2.4 de [Bre98s].

Les deux premiers paragraphes 4.1.1 et 4.1.2 aboutissent a l’assertion sur la base E :le
premier est consacré & la liberté de H'((X1)syn, O%) et le second termine la preuve. Le troisieme
paragraphe 4.1.3 explique comment le théoreme « se remonte » a la base Ej.

4.1.1 Liberté des groupes de cohomologie

De fagon générale, pour prouver que H'((X7)syn, OF) est libre sur Sy (I'anneau de Y), la
stratégie consiste a déduire du théoreme 3.5.1 des isomorphismes sur les groupes de cohomologie.
Exactement, nous nous proposons de prouver dans ce paragraphe le théoreme suivant :

Théoreme 4.1.1. Soient T ['une des bases Ej, E~’(2) (sie > 2), FE ou E et Sy son anneau.
Soit Y = Y dans les trois premiers cas et Y = E dans le dernier. Soit s un entier vérifiant
es < p—1. Soit n un entier qui vaut e dans le premier cas, 2 dans le second, et 1 dans les deux
derniers. Alors, pour tout i < s, on a un isomorphisme :

id@(Sym®¢1)
R D .

St ®k[u]/u” Hi((Xl>syna j’%s/]/j[gl—i—n/e]) Hi<<X1)5yn7 O'SI?)

ot Sy est vu sur klu]/u™ par le Frobenius u/ — u??.

Remarque. Encore une fois, si s < p— 1, le lemme 3.4.1 ainsi que ce qui le suit montre que 1’on
peut remplacer Sym®¢; par ¢, dans le théoreme.

Corollaire 4.1.2. Le module H((X,)ayn, O est libre sur S.

Démonstration. Cest clair a partir du théoréme 4.1.1 puisque H((X))gyn, T/ TET) est
évidemment libre sur k. g

Pour prouver le théoreme 4.1.1, nous démontrons successivement que les modules dans
chacun des deux membres de I'isomorphisme sont obtenus en prenant la cohomologie des deux
membres de I'isomorphisme du théoreme 3.5.1.

Le membre de gauche : projection sur le site étale. Pour le membre de gauche, une
méthode, déja utilisée dans [Bre98], consiste a projeter les faisceaux sur le site étale. On dispose
pour cela d’un morphisme de topof :

—_—

a: (X1)syn — (X1)at

défini de la fagon suivante : si F est un faisceau sur (Xi)gyn, on définit o, F comme la restriction
de F au site (X)g, et on vérifie que I'on obtient ainsi un faisceau pour la topologie étale.
Réciproquement si F est un faisceau sur (X7 )¢, on définit a*F comme le faisceau associé (pour
la topologie syntomique) au préfaisceau F étendu au gros site.

Si I'syn (resp. T'g) désigne le foncteur des sections globales pour la topologie syntomique
(resp. étale), on a évidemment la relation I'syn = T'g; 0, d’ott RT'syn = RIT'¢; © Rav,. Ainsi pour
calculer la cohomologie syntomique d’un faisceau, il suffit de calculer le Ra, de ce faisceau puis
de déterminer I'hypercohomologie étale du complexe obtenu. C’est ce que nous allons faire.

Pour calculer les Ra, des faisceaux précédemment introduits, on aimerait utiliser les résolutions
de Berthelot et Kato. Pour cela, il nous faut travailler avec le site cristallin-syntomique sur

34



X1/T. 11 est obtenu en munissant la catégorie sous-jacente au site cristallin sur X;/7T de la
topologie syntomique : il s’agit donc d'une catégorie de couples (U — T') et on convient
qu'une famille de couples (U; — T;) recouvre (U — T) si les T; forment un recouvrement
log-syntomique de T et si les diagrammes :

Ui—T,

L

U——=T

sont cartésiens. Bien entendu, selon que 'on considere la catégorie sous-jacente au petit site
cristallin sur X;/T ou au grand, on obtient respectivement les petit et grand sites cristallin-
syntomiques sur X7 /Y. On les note (X1/Y )syn-cris €t (X1/T)syn-cris. Par les résultats de [Bre96]
(lemme 3.3.1), on a des morphismes de topoi entre les différents catégories de faisceaux sur les
sites précédents comme le résume le carré commutatif suivant :

—_—— —_——

(X1/7T)syN-cris (X1/T)cris
(X1)syn . (X1)a

Soit F un faisceau sur un des sites (X1/Y)cris, (X1/7)eris, (X1/T)syn-cris ou (X1/7)syn-cris-
Pour tout T apparaissant dans un couple de la forme (U — T'), on sait que F définit un
faisceau Fy—r sur Ty dans les deux premiers cas et Ty, dans les deux derniers. On dit que
F est a composantes quasi-cohérentes si tous les faisceaux Fjyr sont des Or-modules quasi-
cohérents. On montre (en adaptant la preuve du lemme 3.3.2 de [Bre96]) que si F est un
faisceau & composantes quasi-cohérentes sur (X; /T )syn.cris, alors Riv,F = 0 pour tout 7 > 1.
Autrement dit Rv, F ~ v, F. De méme, par un calcul de Cech, on prouve (voir [Bre98], appendice
C.1) que Rw,F ~ w,F (toujours en supposant que F est & composantes quasi-cohérentes).

Par ailleurs, on définit sur le site (X;/Y)syn-cris (resp (X1/7)syn-cris) un faisceau OF* en
posant O (U — T) = OF"(U) (ou le deuxieme OF* est celui défini en 3.5). Grace aux
foncteurs u,, v, et w,, ces faisceaux vivent également sur les sites (X1/T)cris, (X1/7)eis €t

(X1)et-

En utilisant les théorémes de comparaison entre cohomologie cristalline et de de Rham (voir
théoreme 6.4 de [Kat89]) et en raisonnant comme dans 'appendice B de [Bre98] on montre le
théoreme suivant :

Théoreme 4.1.3. Soient Y 'une des bases By, E 2y (sie>2) ou E et Sy son anneau associé.
Soit q € BN, Notons s la partie entiére de q et 5 = e(q — 8). Supposons que l'on dispose d’une
T-immersion fermée X1 — Y avec Y log-lisse sur Y. Soit D [’enveloppe a puissances divisées
de X7 dans Y. Alors :

RCY*j[q] —
WIS+ Ty = @ISV + TE) @0y wiy — (W TET+ T3 @0y Wy —

Roz*( o 9o, JE ) TL

7l T gt s+ [s 1] / 7l 1
T ®(¢)7ST s s+1 - ST ®(¢)»ST [s—1 s ®OY wY/T -
u(JE/JD*U ud (T ]/J}J)
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etsz'qzs—l—%:

Ra, <@°‘" R0, juo; J- [S}/j[sﬂ/e]

[S] S+1 j[s—l] j[s]

®(¢)7kT T s=1] ; sy
w( T T5 ™ u( T T

oo

Remarques. Pour prouver la dernicre égalité, il faut introduire le faisceau OF" sur le site
(X1/F)syn.cris : pour cela, on remarque simplement que la formule qui le définit sur (X, /E)syx.cris
reste valable.

Le faisceau O n’apparait pas dans les résolutions car il se simplifie du fait que X; est du
type de Cartier sur 77.

La premiere résolution peut étre utilisée pour évaluer jl[ﬁq](U ) : on trouve alors la méme
formule que pour ] (U ). Toutefois, nous n’aurons pas a utiliser ce résultat par la suite.

Corollaire 4.1.4. On conserve les notations précédentes et on reprend celles du théoréme
4.1.1. Pour tout entier i, on a une identification canonique :

Hi((Xl)sym O%zr ®(’)1/7r"(91 [S]/j[S—i-n/e]) ~ Sy D (6) fulfum Hi«Xl)sym [S]/j s+n/e] )

Démonstration. C’est une conséquence directe du théoreme 4.1.3 apres avoir remarqué que
¢ : klu]/u™ — Sy fait de Sy un module plat sur k[u]/u™. O

Le membre de droite. Rappelons que 'on a introduit dans 1’énoncé du théoreme 3.5.1 un
préfaisceau £/O%. Si on note F.O% son faisceau associé, il ne reste plus pour terminer la preuve
du théoreme 4.1.1 qu’a montrer que l'inclusion F.OF «— Of induit un isomorphisme sur les
H® pour i < s. Dans une version préliminaire de ce texte, l'auteur avait recopié la méthode
de [Bre98] sans voir que celle-ci contenait une erreur!!. L auteur remercie le referee d’une part
d’avoir été suffisamment attentif pour remarquer cette erreur et d’autre part de lui avoir fourni
la démonstration correcte — nous I’espérons — présentée ci-dessous.

On traite d’abord completement le cas de la base Ej, et on donnera a la fin quelques
indications pour les autres bases. On commence par définir pour tout entier n des faisceaux
O sur le site (T),)syn. Pour cela, on considere U, € (T,,)syn et on note Uy = U,, X7, T ainsi
que Uy — U] — U] la factorisation du Frobenius relatif de U;/E; comme la composée d’'un
morphisme purement inséparable et d'un morphisme log-étale. Notons U/ = U,, X, E, ou E,
est vu sur lui-méme par le Frobenius défini en 3.1.3. Le morphisme U] < U], est une immersion
fermée exacte, d’ott on déduit I'existence d'un unique U/ log-étale sur U,, rendant le diagramme
suivant, cartésien :

U/——U)

L

U0,

On définit le préfaisceau o par la formule o5 (U,) = I'(U,), Opr) et Oc comme le faisceau
associé pour la topologie log-syntomique.

HPrécisément dans la preuve de la proposition 2.2.2.2 de [Bre98], Breuil utilise que le noyau de ¢ : O5¢ — O5t
est Jlm alors que celui-ci est plus gros.
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Il est probable que o soit déja un faisceau mais nous n’aurons pas besoin de ce résultat

n
pour la suite. Toutefois, lorsque n = 1, on a vu que Of*" est un faisceau. On a méme un résultat

un peu meilleur :

Proposition 4.1.5. Le préfaisceau of*", défini de la méme facon sur le site (CFS/Ey) formé
de tous les log-schémas fins sur Ey (pas nécessairement de type fini), est un faisceau sur ce site.

Démonstration. C’est essentiellement la méme que celle de 'appendice B de [Bre98]. Tou-
tefois, si X est un objet de (LFS/E;), on ne peut pas nécessairement le plonger (méme
étale-localement) dans un log-schéma log-lisse. Néanmoins, il est possible de le plonger étale-
localement dans un log-schéma Y associé a un morphisme de monoide de la forme :

@NUA — k[T\res 5 uxr— T

el

ou I C J sont des ensembles d’indices et [ est fini. Si U est étale sur X, si T est défini sur E et
si U — T est une immersion fermée défini par un idéal dont la puissance p-ieme est nulle, il est
quasiment immédiat de vérifier qu’étale localement la composée U — X — Y se prolonge a T'.
On peut alors appliquer les arguments de paragraphe V.1.2 de [Ber74] et montrer comme dans
I'appendice B.1 de [Bre98] que la cohomologie p-infinitésimale (définie dans cette appendice) se
calcule par un complexe de Cech-Alexander. Les arguments des paragraphes B.2 et B.3 de loc.
cit. se généralisent alors et démontrent la proposition. O

Soit U € (T},)syn- Sur le site (U1/E,)cris (avec Uy = U X, T1), on définit un préfaisceau
(’)CUT/ g, bar la formule :
Uyye, U = T) = o™ (T).

Le morphisme O,, — ;" induit par U — U}, — U, fournit une fleche Oy, /g, — OF/p, qui

permet de voir OCUT/E" comme un préfaisceau de Oy, /g,-algebres. En tant que tel, c’est un
cristal (et donc a fortiori un faisceau) puisque les morphismes du petit site sont tous stricts sur

les log-structures par définition. Ceci permet de poser :

o (U) = H((U1/En)ers, O s,)

ce qui définit un préfaisceau sur (7}, )syn. Comme d’habitude, on appelle O34 le faisceau associé.
Pour tout U — 7, on a par fonctorialité une fleche o£* (7)) — 02" (U), d’out on récupere un
morphisme O — O,

r

Pour tout entier ¢, on désigne par J[[]tl]/cgz le sous-faisceau de O /i, engendré par I'image

de jgj B Il permet de définir de maniere analogue a ce qui précede des préfaisceaux j,[f}’car qui
forment une filtration décroissante de o<*. Appelons Ji™ le faisceau associé a i
On dispose en plus d’une factorisation du Frobenius sur O%' construite comme suit. Si

—_—
Fy, /E, désigne le morphisme de topoi de (U1/ Ep)ais associé aux morphismes de Frobenius, on
construit facilement une fleche O p - — Fu,/k, «Ov, /B, qui induit a son tour un morphisme
. ,st,car st : > car : : : st st,car
¢/, = 0" — O Par ailleurs, la fleche Ov, /g, — Of)p induit un morphisme OF — o

et on vérifie que la composée de celui-ci avec ¢/, est le Frobenius sur O

On a par ailleurs des descriptions explicites analogues a celles des paragraphes 3.3 et 3.5.
Pour les obtenir, on considére & nouveau les log-schémas U?, Y et Z° introduits en 3.3. On
note U} la réduction de U’ modulo p et D' I'enveloppe & puissances divisées de I'immersion
fermée U} — Y. Une exactification de cette derniere immersion est donnée par la composition
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Ul — Z' — Y. Considérons également Z"* — Z" (resp. D" — D'*) un relévement de
la partie log-étale du Frobenius relatif de Z* xy, Vi/Vi (resp. de D' xy, Vi/E}) et notons
C"* =1lim I'(Z",O0:). On vérifie que D" = D' X, ., zi (E, Xy, Z""), d’ou il résulte :

—1 n

Oflt,car<UOO) 1_1_)11 (-D”Z OD’”) = ROO ®Sn®wn[ulcoo (Sn ®Wn[u} CNOO)

A

ot la structure de (S, ®w, ) C)-module sur S, ®@w, ) C”" est donné par le morphisme
S @w,[w O — S Qw1 C"™ qui est le Frobenius sur la premiere composante et 'application
C°° — "™ induit par les morphismes Z"* — Z'"" — Z sur la deuxiéme composante. Le relevé
du Frobenius sur Z' défini en 3.4.1 se factorise via Z' — Z"" — Z' ou le second morphisme
est celui que 'on a déja considéré. Le premier morphisme induit, quant a lui, par passage a la
limite inductive une application fce : C”% — C* qui est un isomorphisme modulo p d’apres
I'argument qui précede la formule (10). Du fait que C* est plat sur W,,, on déduit que fo est
lui-méme un isomorphisme. Finalement, on a la description :

ozt,car(Uw) = R ®Sn®wn[u]cm»(¢®¢) (Sn ®Wn[u] Coo)
= Sn <917 <o Gty Y> ®Wn[u,gl,...,gt,Y] c (11)

ou dans la premiere identification ¢ : C* — (C°° désigne le morphisme correspondant aux
Frobenius sur les Z%, et olt dans la deuxieéme les g; (resp. Y) s’envoient sur ¢(f;) (resp. ¢(X) =
(14+ X)? — 1) dans C*°. Notez également que la seconde ligne découle de la premiere a partir
de la formule (7). De plus, on vérifie que le morphisme ¢,p, est, via les écritures précédentes,
donné par 'application multiplicative :

Sn g1, 96Y) OWolugr,nge,y] CF — S {f1s - [ X) Qwiufo, e, x] CF (12)
qui envoie Y, (g;) ® 1 sur 1 @ v, (o(fi)) et qui est I'identité sur C*°.

Lemme 4.1.6. Le faisceau O35 est plat sur S,,. De plus, pour tout U, oS- (U) s’identifie
a l’enveloppe a puissances divisées de C™ par rapport a l'idéal engendré par E(u), ¢(X) et les
o(fi) (et compatibles avec les puissances divisées canoniques sur pW, ).

Démonstration. En vertu de la formule (11), il suffit pour montrer le lemme de justifier que
le morphisme f : Z' — Spec (W, [u iy, 96, Y]), u— u, g; — o(fi), Y — ¢(X) est plat
sur un voisinage de Spec (i i ¢>( ARG )). Comme la source et le but de f sont plats sur
W,,, il suffit de montrer le résultat pour f; = f mod p. Or f; s’écrit comme la composée

de Z'/p — Spec (k[u, fi, .., fi, X]) et de Spec (k[u, fi,..., fi, X]) — Spec (k[u, g1, g1, V]),

u—u, g — ff,Y — XP. On a déja vu que le premier morphisme est plat sur un voisinage de

Ut /p (cela résultait de la régularité de la suite (X, E(u), f1,..., f;) dans C?). Le second, quant

a lui, est clairement plat. D’ou la conclusion. U
. . . sp t ;.
Lorsque n = 1, la situation est meilleure. D'une part le préfaisceau of"“" s’écrit w, O et
JERN . . st st . ’ s
est donc déja un faisceau, i.e. o] = O7"“". D’autre part, avec les notations précédentes, on

vérifie que jI*N(U) est Tidéal de o (U>°) engendré par les Yo, (f7) - Yoy (F7) Yons (XP)
pour |m| > s. (Attention, les puissances divisées de F(u) n’apparaissent pas ici!) La régularité
de la suite (f7,..., f, X?) permet alors d’obtenir la formule suivante pour les gradués de la
filtration :

_][8] car(Uoo

et 1l car oo < @ A17m1 fl ’ymz(ftp)lymt+1 (Xp> (13)

J[s+1] ,car Uoo

1 Im|=s

38



valables pour tout entier s > 0. Si I'on retourne voir la description des préfaisceaux f;O5*
introduits dans le théoreme 3.5.1, on constate que la formule que I'on vient d’obtenir est tres
proche de celle qui décrit les quotients £/ O5'/f/,,O0f". Nous désirons & présent montrer que
ces deux préfaisceaux conduisent effectivement a des faisceaux isomorphes et pour cela nous
commencons par construire un morphisme qui relie les faisceaux en question.

La méthode pour cela est la méme que celle du [FM87] reprise dans le paragraphe 2.2.2
de [Bre98], mais en manipulant les objets précédemment introduits. Pour tout entier s, notons

t J Y 7 t N N N
207" le préfaisceau noyau de la composée o, /7" — O, — O%* ot la premiere fleche est ¢/

s+1
. . . t . .z N4
et la seconde la projection canonique. Appelons F*O° 1T le faisceau associé : par les propriétés
. . 2 t . t
d’exactitude, c’est aussi le noyau de la composée 07" — O3, — O%. Soit f*O7"*" (resp.
t, t t - t
FoO) le préfaisceau image (resp. le faisceau image) dans O3 de #5625 (resp. F*O5™)
t t t t, t :
par la projection oY — O (resp. O — OF“"). A nouveau, F*O;"™ est le faisceau

associé a f2OT"*. D’autre part, le Frobenius relatif ¢, 5_,, induit une application :
o — ker (O, — OF) = OF

la derniere identification étant donnée par la multiplication par p*. On appelle £,05' le préfaisceau
image du morphisme précédent. On peut bien entendu faire la méme construction avec des fais-
ceaux a la place des préfaisceaux : on obtient comme ceci F;O5 sous-faisceau de O5F qui n’est
autre que le faisceau associé a 05, Par des arguments de platitude, on montre facilement le
lemme suivant :

Lemme 4.1.7. Les £°O"“"(U®) forment une filtration décroissante de O}"“"(U>) tandis
que les fO(U*) forment une filtration croissante de O(U™). De plus, ¢/, ., induit un
isomorphisme :

[ FOLTWR) | ROHU)

s -][8+1Oft,car(Uoo) ﬁiloist(Uoo>

pour tout entier s = 0 (ot par convention f_ 105" = O5').

Remarque. On en déduit un résultat analogue sur les faisceaux correspondants.
La correction de la proposition 2.2.2.2 de [Bre98| est I’énoncé suivant :

Lemme 4.1.8. Pour tout entier s, ]:SOSt ar = jl[s]’wr et pour tout U :

f;OSt Uoo @ -/41 Ypma fl ’Ypmt(ft>’7pmt+1 (X) C Oit(UOO)

Im|<s
En particulier, si s vérifie es < p —1, on a £05(U>) = f/OHU>).

Démonstration. C’est désormais essentiellement la méme que celle de la proposition loc. cit..
Nous redonnons simplement ici les grandes lignes. On fixe un U/T,.; de la forme habituelle et
on considere C* tel que :

ziclar(Uoo) - Ss+1 <91; <o Ot Y> ®Ws+1[u791,---,9t7y] o

ou g; (resp. X) est envoyé sur ¢(f;) (resp. ¢(X)) dans C'*°. Notons R cet anneau.
On montre dans un premier temps les inclusions ji7 (U>) C f2O5 (U®) et

Fil OF(U%) = @ A (f1) Yo (1) Yomen (X) € LOF(U)

|m|<s

39



ot A; est calculé a partir de Uy = U xq,,, T}. Pour cela, on évalue les images par ¢/p,,, des
dléments f = Yo, (fF) Yoo (FF) Yimesr (XP) € o255 (U>) pour |m| > s. Utilisant la description
donnée via la formule (12), on obtient :

¢/Es+1 (f) = TYm (ff) T th(ff)’ymm (Xp>
Oép‘m"yp?m <f1> e "7pmt(ft)7pmt+1 (X> (14)

ou « est une unité de Z,. Les deux inclusions précédemment annoncées en résultent lorsque
l'on se rappelle que les réductions modulo p des f précédents engendrent j1*™ ().

On procede finalement par récurrence sur s, I’hypothese de récurrence étant jl[s}’car(U *) =
FEO(U®) et Fil ,_ O (U>) = £_,051(U>). Llinitialisation ne pose pas de probleme. Pour
I’hérédité, on écrit le diagramme commutatif suivant :

o Fi.0f (1)
jl[s+1]’car(U°°) Fils,loit(Uoo)
07 (U) fs f03(U>)

f5+1oit’car(Uoo) fs—loit(UOQ)

ou les fleches verticales sont induites par les inclusions prouvées précédemment. La fleche du
haut est un isomorphisme d’apres les formules (13) et (14). Celle du bas en est un aussi (lemme
4.1.7). Par hypothese de récurrence, la fleche de gauche est surjective et celle de droite injective.
On en déduit qu’elle sont toutes des isomorphismes, d’ou il suit I’hypothese de récurrence au
rang suivant. U

Lemme 4.1.9. Pour tout entier s, l'association (U — T) — I[Jj}/’;;f(u — T) définit encore
un faisceau sur (Uy/E1)syn.cris-

Démonstration. Soient (U — 7T) € (U;/E1)sy~n.cris et Jr l'idéal définissant I'immersion
fermée U — T . Notons jﬁ la s-ieme puissance divisée de J7 et T° le sous-schéma fermé de
7T défini par Jﬁ I Posons également :

Olgs,car(u N T) = F(Tgs, %25)-

Du fait les morphismes log-syntomiques sont plats sur les schémas sous-jacents, on déduit facile-
ment que si (U — T) — (U — T') est un recouvrement pour la topologie log-syntomique, on a

T'S* = TS x 7T et de 1a que Ofs’car est un faisceau sur (U;/E1)syn-cris- Alors j[Eij ]/(Ef apparait

< . . . .
comme le noyau de O — OF " qui est un morphisme entre faisceaux log-syntomiques. 11
est donc lui-méme un faisceau log-syntomique. U

On peut enfin déduire le résultat qui nous intéresse :

Proposition 4.1.10. Pour tous entiers i et s avec 0 < i < s, linclusion canonique F,O5" —
O3t induit un isomorphisme sur les H'((Xsi1)syn, —)-

Démonstration. D’apres ce qui précede, pour tout entier s, on a une suite exacte sur (Ts2)syn :

J1[5+1],car

00— F,O8 —= F, 105 0. (15)

jl[s+2] ,car
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st

Comme, d’apres les descriptions du lemme 4.1.8, Us>r F2O = OF, il suffit pour conclure de

montrer que H (X )gyn, Ji° 0 ) FEFAT) = 0 pour i < s.

Par le lemme 4.1.9 et les propriétés de v, et w,, on a Rv,J. 51] /ng J )[(S}’/Cgr et Rw,J [S]/Cg’; —

Ty [S] o Ainsi Ra J, [s]car _ = Ru,Jy, [S] 7. Pour calculer ce dernier, on considere étale-localement
Y log hsse sur F; sur lequel les pulssances divisées s’étendent et vérifiant ¥V xp, 77 = X;. Le
morphisme X; — Y est alors une immersion fermée exacte dont l'idéal Jy est engendré par
FillS; et est muni de puissances divisées. Si Y — Y” — Y est la factorisation habituelle du
Frobenius, on a :

Roy, JFhe = RuJ[ijg‘" ~ I Oyn — (Fy N Oyn) @0, Wy/g — (00 @0, Wy gy =

ou les éléments de ji[;] agissent sur ceux de Oy~ via le morphisme Y” — Y. Comme [Jy est
engendré par Fil 1.S) et que ¢(Fil1S;) = 0, les objets du complexe précédent en degré strictement
inférieur & s disparaissent. Il s’ensuit H*((X1)syn, 1[5]’Car) = 0 pour tout 7 < s, ce qui implique

facilement le résultat voulu. O

Pour les autres bases, ¢’est-a-dire E, E(Q) (si e > 2) et E, on peut procéder comme suit. Si
T désigne I'un de ces bases (et Sy son anneau), on note F.OF le sous-faisceau de O associé
au préfaisceau f/O%F (défini dans I’énoncé du théoréme 3.5.1). Les descriptions locales données
impliquent F.O5' @5, Sy = F.O%. Par ailleurs, en recopiant les définitions de cette partie, et
en remplagant E,, par Y, il est possible de définir des faisceaux OF " et Jy [shear (i sont déerits
par :
O™ (U>) = St {91,196, Y) Ohfugr,ngir) CF

et le fait que Jy [shear (1700 50it engendré par la s-ieme puissance divisée de 'idéal de Sy (g1, ..., gi, V)
engendré par gi,...,g;, Y. On en déduit 7, [shcar o s, St = Ty [shear bour tout entier s. En tenso-
risant (15) par Sy, on obtient la suite :

[s+1],car
t t Iy
O fso'sr S+1OST j’£‘5+2],car 0 .

qui est encore exacte. Les arguments de la preuve de la proposition 4.1.10 s’appliquent alors et
permettent de conclure.

4.1.2 Fin de la preuve

On garde les notations et les hypotheses introduites au début du paragraphe 4.1.

Au vu du théoreme 4.1.1, il reste a prouver, pour s’assurer que le quadruplet :
(Hi(<X1)syna @St)v Hi((Xl)sym j[ﬂ)y ¢r7 N)

est un objet de E , les trois choses suivantes :
1. le S-module H?((X))syn, O) est de type fini,
2. la floche canonique H((X1)sgn, T — H((X1)syn, T/ TIH1/€) est surjective,
3. la floche canonique H((X))eyn, J) — H((X))syn, OF) est injective,

les autres propriétés de compatibilité étant claires.
Si F est un faisceau sur (Xi)syn, nous notons simplement H*(F) pour H*((X1)syn, F) et si
ce dernier est un espace vectoriel de dimension finie sur &, nous notons h*(F) sa dimension.
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Propriétés de finitude. Nous commencons par donner un résultat agréable sur les faisceaux
k st
u* O

Proposition 4.1.11. Pour tous entiers k et i < £, les k-espaces vectoriels'? Hi(uFO*') sont

de dimension finie et égauzr a u*H'(O%).
De facon équivalente, la multiplication par u* : O — uFO% induit une surjection sur les
H?, alors que linclusion canonique u*O% — O% induit une injection sur les H.

Démonstration. En premier lieu, on remarque que si k > p, tout est nul et donc la proposition
est trivialement vérifiée. Montrons que H'(O®) est de dimension finie sur k. Le log-schéma
X =X, xp, T est log—hsse sur T = E par changement de base et donc par le théoreme 4.1.3,
Ra, 0% = 0% — wX/E . Comme X /FE est propre, les H*(Xg,w X/E) sont de dimension

finie, et il en est donc de méme de H'(O™). Le théoréme 4.1.1 utilisé avec Y = E et T = E
permet alors de conclure.

Prouvons désormais la proposition par récurrence sur . La platitude de O sur S conduit
a la suite exacte :

~ ~ —k ~
0—=uf O — O L H O ——0 .

L’hypothese de récurrence entraine en écrivant la suite exacte longue de cohomologie associée
que la fleche H (u*O*) — H'(O™) est injective. Ainsi H'(u*O™) est de dimension finie car
inclus dans H(O*"). De méme, on a une suite exacte courte de faisceaux, pour tout entier
E<p—1:

00— uP 1Ot — >k Ost —Us kL Ost — () .
Par I’hypothese de récurrence, la suite exacte longue associée prend la forme :
0 Hi<up—1@st) Hz‘(uk@st) Hi(uk+1@st)

et fournit une inégalité sur les dimensions & savoir h'(u*O%) < hi(uF1O%) + hi(uP~1O%). Or
WO ~ O, d’ont en additionnant les inégalités précédentes pour k variant de 0 a p, on
obtient hz((’)“) < phi(O*). Or le théoréme 4.1.1 appliqué a T = E et T = E prouve qu'il
y a en fait égalité entre les deux nombres précédents. Cela implique que toutes les inégalités
sommées sont des égalités et par suite que 1'on a des suites exactes courtes :

0 Hz (up—l(;jst) Hz(uk’@s‘c) Hi(uk—i-l@st) 0.

Si k < p, le morphisme de multiplication par u” se factorise par Hi(@St) — Hi(uk@“) —
H'(O%). D’apres ce qui précede, la premiere fleche est surjective et la seconde est injective. On
en déduit le résultat annoncé. U

Remarque. L’injection est encore vraie pour i < £ + 1.

Intéressons-nous & présent aux faisceaux u*J ld]

Proposition 4.1.12. Pour tout entier k, tout q € 1N et tout entier i < &, l’espace vectoriel
Hi(uF T4 est de dimension finie sur k.

1213 lettre k désigne ici simultanément le corps résiduel et un entier valable. Nous espérons toutefois que cela
n’entrainera pas de confusion.
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Démonstration. Pour k > p, I'assertion est évidente puisque uk Tl = 0.

Par ailleurs, comme X = X; xp, T est log-lisse sur T = E, on a, par le théoréme 4.1.3,
Ra,J¥l =0 — ... - 0 — w}/E — w‘;{/lE — .-, et donc puisque X est propre sur E, les
groupes H'(J sl) sont de dimension finie pour tous entiers i et 5. Si k < p — 1, le lemme 3.3.7
assure que Hi(uFJl4t/) est de dimension finie si et seulement si H(u**1.71)) l'est. On se
ramene ainsi a £ = p ou ¢ = 0. Le premier cas est traité précédemment et le second par la
proposition 4.1.11. O

Surjectivité de H((Xy)syn, J*) — H((X1)syn, T/ TEF/E). On commence par prouver
un lemme :

Lemme 4.1.13. Soient i € N et q € %N. Supposons 0 < 1 < q < 2. On a des suites ezactes
courtes :

0 — H(0") — H'(J) — H'(uJ¥) —0 .

Démonstration. Montrons tout d’abord que la suite :

0 Ost Jla ey gld

est exacte. La premiere fleche résulte de 'inclusion O = uP~1Ost ¢ j [4] et donc est injective.
La surjectivité est également claire. Par ailleurs, le noyau de la multiplication par u sur O% est
uP~1O et donc le noyau de Jl — 4714 gidentifie A (up*I@St N j[q]) = P10,

En écrivant la suite exacte longue associée a la suite exacte courte précédente, on obtient
déja l'exactitude au milieu dans la suite de I’énoncé du lemme. Pour l'injectivité, on remarque
que d’apres la proposition 4.1.11, on a H'(O%) = uP~'H{(O*) et donc la fleche composée
HY(O%) — H{(JW) — H(O") est injective. Il en est donc de méme de la floche HI(O*) —
Hi(J9). La surjectivité découle de I'injectivité car les fleches de bord sont nulles, et en utilisant
la remarque qui suit la proposition 4.1.11. Il

La surjectivité de HY(J") — H(JU ) FI+1/e) résulte directement de la proposition plus
générale suivante :

Proposition 4.1.14. Soient © un entier et q € %N vérifiant 0 <1 < g < 2. On a des suites
exactes courtes :

0 —— Hi(JltVey — Hi(Jl) —= gi(gld ) glat1/ey — 0.
En outre, st s désigne la partie entiere de q, on a également un début de suite exacte :
0—> Hs+1(j[q+1/e]) —_ Hs+1(j[q]) —_ Hs+1(j[q]/j[q+1/e]) .

Démonstration. La preuve résulte d'un calcul de dimension. Précisément, on va prouver que
pour tout 0 < i < ¢ <% ona hi(Jly = hi(JlatVely 4 pi(gld ) glatt/e) . On déduira alors la
proposition par une récurrence immédiate sur i.

D’aprés le lemme précédent, on a déja hi(J19) = hI(O*) + hi(uT ). Par le corollaire
3.3.6, la multiplication par u®¢=%) induit un isomorphisme entre les faisceaux J [S]/ Jlstl/el ef
Jlal ) Jlat1/el Le théoreme 4.1.1 implique alors hi(O%) = hi(Jl4l/ Jlat1/e]). D’autre part, on a
la suite exacte (lemme 3.3.7) :

0— >uJld —~ glatv/ed _ Fls+1] (.
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Or, Iiuisque Ra, gt =0 - ... - 0 — w;r/lE — wz—;“/% — (~par le théoreme 4.1.3), on a
HI(FEH) = 0 pour tout j < s. On en déduit H’ (uJ) = HI(J4T/) pour tout j < s. En
particulier 2*(uJ ) = hi(J41/) ce qui conclut la démonstration. O

Injectivité de H((X1)syn, J*) — H((X1)syn, O%). Commencons par énoncer le lemme
suivant :

Lemme 4.1.15. Pour tout i < 2, l'application H'(u?='J) — H(JWP/) est injective.

Démonstration. Par un raisonnement analogue a celui utilisé pour la preuve du lemme 3.3.7,
on montre que l’'on a une suite exacte :

0> yp—ei Jlil o Flp/el v yei o/l L

Il suffit donc de prouver que H'™'(u®J®/¢) = 0. En utilisant de fagon répétée le dernier
argument de la preuve de la proposition 4.1.14, on montre que H’(u®JWP/¢l) = HIi(Fl+r/el)
pour tout j < 2 c et donc a fortiori pour tout j < i. Posons ¢ =1+ E et notons s la partie entiere

de q. Etale- localement on peut relever X; et un log-schéma Y; log lisse (auquel on étend les
puissances divisées) sur E. Par le théoréme 4.1.3, le complexe Ra, J9 s'écrit explicitement

Ro, J9 = (u J[S] + J[SH]) — (u .7[8 Uy .75[/‘:}) Rox, wxlq/E —

ou J est le reste de la division euclidienne de p par e. Or, si j < 4, on a s —j = £ et donc

(OS]

Ys—j(u) = 0. 1l s’ensuit \75[/?_]1 = 0 puis le résultat. 0

Proposition 4.1.16. Pour tout v et q € %N tels que q < © < r, lapplication Hi(j[i]) —
HY(J9) est injective.

Démonstration. On raisonne par récurrence descendante sur g. Le résultat est trivial pour
q = 1. Supposons-le vrai pour un certain ¢ et démontrons-le pour ¢ — é On vérifie facilement
que l'on a des suites exactes courtes de faisceaux :

,up—ci

0 uei@st j[z] up—eij[i]

H L R

0 SOt - Jla—1/e] W0 g pei Fla=1/el

0

qui donnent lieu a de nouvelles suites exactes :

Hi (uei@st) Hi(up—eij[i])

i

0 H@'(uei@st) H'L(j[q l/e) H@(up ezjq l/e])

Hi(T)
|

La deuxiéme suite est exacte & gauche car la fleche composée Hi(u®O*) — Hi(Jl-1/d)y —
H'(O%) est injective (proposition 4.1.11). On veut montrer que la fleche verticale du milieu est
injective, et une chasse au diagramme laissée au lecteur assure que pour cela, il suffit de prouver
que la fleche verticale de droite l'est.
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Or, on peut former le carré commutatif suivant :

Hi(up—eij[i]) Hi(j[P/e])
v
Hi(JW)
v
Hi(upfeij[qfl/e}) - Hl(j[‘ﬂ)

La fleche du haut est injective d’apres le lemme 4.1.15 et celles de droite le sont également
respectivement d’apres la proposition 4.1.14 et I’hypothese de récurrence. On en déduit que
celle de gauche 1'est aussi comme on le souhaitait. O

On a finalement le théoreme :

Théoréme 4.1.17. Pour tout i < r, le quadruplet (H'((X1)syn, @St),Hi((Xl)syn, T, é,, N)
définit un objet de la catégorie M

Démonstration. Il restait & prouver la finitude de H(O%), la surjectivité de H(J!) —
Hi(JM ) gl+1/el) et Pinjectivité de HY(J) — HY(O®). Le premier point est traité dans la
proposition 4.1.11. Le second est une conséquence immédiate de la proposition 4.1.14. Pour
le troisitme, on remarque que le morphisme H*(J) — H(O%) se factorise par H(JI") —
H{(JW) — HY(O%). La premiere des deux fleches précédentes est injective par la proposition
4.1.14 et la seconde est aussi injective par la proposition 4.1.16. Ceci clot la démonstration. [

4.1.3 Reformulation sur la base E;

On montre dans ce paragraphe que le quadruplet :

(H'((X1)spms O3, HH (X1 )syns T 67, N)

est un objet de la catégorie M" pour tout i < r. Lorsque e = 1, il est expliqué dans le paragraphe
2.2.4 de [Bre98] comme déduire ce résultat du résultat analogue sur E que 'on vient de prouver.
On suppose donc a partir de maintenant que e > 2.

Un objet de la catégorie EQ) On prouve tout d’abord que le quadruplet :
(Hi((Xl)SyTU @?;))7 Hi<<X1)Syn7 ‘-7([;)])7 (bT? N)

est un objet de la catégorie Ez).

Comme précédemment, pour simplifier, si F est un faisceau sur (X1 )syn, on note H*(F) pour
H'((X1)syn, F) et si cet espace est de dimension finie sur &, on note h*(F) sa dimension. On a
alors :

Théoréme 4.1.18. Pour tout i < r, le groupe de cohomologie H'( N(Sé)) est libre de rang fini
sur g(g) .

Démonstration. D’apres le théoréme 4.1.1, il suffit de montrer que H l(j([;)] / j([;;r 2/} est libre

de rang fini sur k[u|/u*. Or on a un isomorphisme j([;)] / j([;; 2~ g Fir+2/e (corollaire 3.3.5).
1 suffit donc de prouver que Hi (" /FI+2/¢) est libre de rang fini sur k[u]/u?.
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Notons M = Hi(@St), c’est un kfu|/uP-module libre de rang fini, disons d, d’apres le
théoreme 4.1.17. Pour tout ¢ € %N, r < q¢ < % le morphisme Hi(j[‘ﬂ) — M est injectif
d’apres les propositions 4.1.14 et 4.1.16. Notons FilYM son image. On obtient ainsi une suite
décroissante de sous-S-modules de M.

Puisque la multiplication par u se factorise par Fil"M — Fil™t'/¢M — Fil”"M, on a
uFil"M C Fil"™t¢ M. Par ailleurs, on a vu dans la preuve de la proposition 4.1.14 que
R Fl+1ely = hi(O%) et donc, par la proposition 4.1.14, le quotient Fil” M /Fil"+1/¢ M
est un k-espace vectoriel de dimension d. Or il en est de méme de Fil" M /uFil" M (puisque
u” M C Fil"M). 1l en résulte que les k-espaces vectoriels Fil""/¢ M et uFil"M ont méme
dimension. L’inclusion trouvée précédemment prouve qu’ils sont égaux.

De méme en remplagant r par r 4+ 1/e (et en vérifiant que la proposition 4.1.14 s’applique
encore), on obtient Fil"*2/¢ M = uFil"*/¢ M = v?Fil" M. L’inégalité er < p — 2 et I'inclusion
u" M C Fil" M assurent que le quotient Fil" M /Fil™*¢M = Fil" M /u*Fil" M est libre de
rang d sur ku]/u?.

Par ailleurs, on a une suite exacte longue :

Hi(j[r+2/e]) s Hi(j[r}) - Hz‘(j[r]/j[r+2/e]) o Hi+1(j[r+2/e}) . HiJrl(j[r])

et d’apres la proposition 4.1.14 les premiere et derniere fleches sont injectives. On en déduit
que H(JI)glr+2/el) s'identifie au quotient Fil" M /Fil"™+%¢M et donc qu'il est libre de rang
fini sur kfu]/u? O

Remarque. La preuve précédente implique en outre :
H(OR) = ph'(FV/T0+) = 2phi (T F1+117) = 2phi (O%)
Avec cette derniere égalité, on peut refaire la démonstration de la proposition 4.1.11 et
obtenir ainsi :
Proposition 4.1.19. Pour tous entiers k et i < =1, on a Hl(uk@(sé)) = ukHl(@g))
Sans surprise, on dispose d’un analogue de la proposition 4.1.14 dans cette nouvelle situa-
tion :

Proposition 4.1.20. Soient i un entier et q € %N vérifiant 0 <i < P—= eti < g < E(E) +1
ot E(2) désigne la partie entiere de 2. On a des suites exactes courtes -

0 Hz(jg')"‘l/e ) . Hz(jg)) Hz(j [q] /j[Q-‘rl/e]) ~0.

En outre, si s désigne la partie entiere de q, on a également un début de suite exacte :
s Zlg+1/e s = s +1 €
0 N Hﬂ(jg) /]) . H—&—l(jg)) ; H+1(j[q]/jq) /]).

Démonstration. Elle est tres proche de celle de la proposition 4.1.14. o
Puisque g+ ¢ 1< %p, les corollaires 3.3.6 et 3.3.5 impliquent les identifications .7([5)] / .7([5; el

[S]/J s 1/el [S]/j[iﬂ/e] ol s désigne la partie entiere de g. Ainsi, on obtient hi(j([g;/j([g;rl/e}) =
h’(j[sl /j 8+1/el) = h*(O*) pour tout entier 7. (La derniere égalité résulte du théoreme 4.1.1.)
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Par ailleurs, étant donné que ¢ < 7%1, une adaptation simple du lemme 4.1.13 fournit la
suite exacte :

0—— HY(O") — Hl(j(z)) — Hl(“jg)) —0

9y est de dimen-

et en adaptant la démonstration de la propostion 4.1.12, on montre que H z(.7(

sion finie. Il s’ensuit ’égalité h’(J([q]) hl(uj([q]) + hi(O%). Par le lemme 3.3.7, on a la suite
exacte de faisceaux :

e e T 1

et puisque Ro, Jt! =0 - -+ - 0 — wi—;r/% — w}JF/ZE — ---, on a H/(JEY) = 0 pour
tout j < s puis H ’(uj([g)]) H Z(j([qﬂ/ ). En particulier h’(uj([g) = hl(j([qﬂ/ ) d’otr il vient
h’(J([q]) = hZ(J Lo/ e}) +hi( (g)] / \7(g)+ Y e]). On termine alors la démonstration en raisonnant par
récurrence sur . O

On a finalement la proposition :

Proposition 4.1.21. Pour tout i < r, lapplication Hz(j([;;) — H’(@(sé)) est injective.

Démonstration. Il est possible d’adapter la démonstration de la proposition 4.1.16, mais
nous pouvons également déduire ’énoncé de la proposition 4.1.16. En effet, on a le diagramme
suivant :

Hi(uwrO)) — H(J ) — H(J)

H : !

0— Hi(urO3)) — H'(O%)) — H'(O)

et la suite du bas est exacte d’apres la proposition 4.1.19. Par la proposition 4.1.16, la fleche
verticale de droite est injective. On vérifie facilement qu’il en est alors forcément de méme de
la fleche verticale centrale. D’ou la proposition. O

On en déduit finalement le théoréeme :

Théoréme 4.1.22. Pour tout i < r, le quadruplet (H'((X1)syn, ~fé)),]:V((Xl)syn, [T]) ¢r, N)
définit un objet de la catégorie EQ)

Un objet de la catégorie M’ On veut ici enfin prouver que (H*(O5*), H(J\™), ¢,, N) est
un objet de M" pour tout ¢ < r. Pour cela, on reprend a nouveau les arguments précédents.

On commence par prouver que H*(O5') est un module libre (de rang fini) sur S;. D’apres
le théoréme 4.1.1, il suffit de prouver que H'(J; gl /T [TH]) est libre sur kfu]/u®. Or le fais-
ceau jlr] /Ty " g'identifie a j([g /j([;;r” (Corollalre 3.3.5) et il suffit donc de prouver que
H( (;")] / .7([;")+ 1]) est libre de rang fini sur k[u]/u®. Pour cela, on adapte facilement les argu-

ments de la preuve du théoreme 4.1.18 en remplacant les références aux propositions 4.1.14
et 4.1.16 respectivement par des références aux proposition 4.1.20 et 4.1.21, et en utilisant

hz(\y([q]/\y([q-i-l/@]) _ hi(@st) pour r < q <7+ 1.
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Lemme 4.1.23. Pour tout i € N et q € %N tels que ¢ = 0 oui < q < E(2) +1, la fleche

H' (\71[(1]) H' (\7([‘1)}) est surjective.

Démonstration. On traite d’abord le cas ¢ = 0. On a les isomorphismes suivants :

Hz((/)it) ~ Sl ® (6) K[u] Hl( Z]/ [H‘ﬂ)
Hz( ?12;)) ~ S(Q) D (6) klul /2 o (k7([z] /j z+2/e)

On vérifie que la fleche H(O5') — HZ(@ﬁg)) s’obtient a partir de la projection S; — 5'(2) et du
morphisme naturel H*( 1[i] / Jliﬂ]) — H ’(j([;]) / j([;;ﬂ/ e]). 11 suffit donc de prouver que ce dernier

est surjectif. Or, d’une part, le faisceau jlﬂ / jf”” s’identifie a j([;]) / j([;)ﬂ] (corollaire 3.3.5) et,
d’autre part, on a le diagramme commutatif suivant :

H !

0——H'(J") ——H(TN) —— H'(T /T —0
0— (T (") —= HI(T ) — H(T {3/ T ”"") —=0

ol les lignes sont exactes : 'injectivité provient de la proposition 4.1.20 et la surjectivité provient
de T'injectivité analogue sur les H'™! (toujours conséquence de la méme proposition). On en
déduit directement la surjectivité de la fleche verticale de droite, ce qui conclut le cas ¢ = 0.

Sinon, on considere le diagramme commutatif :

H(JV) —— H'(Of) —— H'(0/TY")
. \L~ . \L~ . ~ i/ ~
0——H'(J () —= H'(Of) — H'(0%)/T )

ou les lignes sont exactes par les propositions 4.1.20 et 4.1.21. La fleche verticale de droite est
un isomorphisme par le corollaire 3.3.5. La fleche verticale du milieu est surjective par ce qui
précede. Une chasse au diagramme prouve facilement que la fleche verticale de gauche est aussi
surjective, ce qui conclut. O

On parvient finalement au but de tout ce paragraphe :

Théoréme 4.1.24. Pour tout i < r, le quadruplet (H'((X1)syn, O5F), H'((X1) syns TN, ., N)
définit un objet de la catégorie M".

Démonstration. Comme précédemment, il ne reste plus qu’a prouver que la fleche H i(jl[r]) —
Hi(F ) T est surjective et que la flache Hi(J\™) — H'(O5) est injective.

Pour le premier point, on considere le carré commutatif suivant :

Hz( 1[1"}) . Hz( 1[T}/Z[T+1])

| |

H(T () —=H(T (/T (")
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La fleche de droite est un isomorphisme (corollaire 3.3.5). La fleche de gauche est surjective
(lemme 4.1.23), et celle du bas I'est également (proposition 4.1.20). On en déduit que celle du
haut 1’est aussi.

Pour le second point, on reprend les arguments de la preuve de la proposition 4.1.21. On
raisonne a partir du diagramme suivant :

0 K—>g/" T 0
H ’ ’
0 K o3t o3, 0

ot K = u?PO5' + Fil?S; 05 et ou les deux suites horizontales sont exactes. Il donne lieu & un
nouveau diagramme :

HI(K) — Hi(J{") —— H(J)

H ) !

0—— H'(K) —— H'(0}) —= H'(O})

La suite du bas est exacte & gauche car, par le lemme 4.1.23, la fleche H=1(O%) — Hifl(@?;))
est surjective. Mais la fleche verticale de droite est injective (proposition 4.1.21). On en déduit
que la fleche verticale du milieu I'est également. Ceci termine la preuve. U

414 Lecasr=0

Tout au long de cette section, nous avons laissé de coté le cas r = 0 qui semble plus facile,
mais qui est un peu a part car il n'impose aucune condition sur e, comme nous ’avons déja
souligné en 2.2.3.

Encore comme en 2.2.3, il est possible de traiter ce cas en utilisant les categorles in-
termédiaires ./\/l(n et en montrant par récurrence sur n qu’en posant E(n = SpecS

quadruplet :
(M = H(Xgyn, O3, M, ¢, Nean)

est un objet de En). On voit apparaitre ici deux objets incongrus : le schéma X et Popérateur
de monodromie N.,,. Expliquons rapidement a quoi ils correspondent.

Le schéma X est défini par X = X, /7?. Il est nécessaire de faire cette modification car si e >
pn, on ne dispose pas de morphisme T} — E’(n) mais seulement d’un morphisme 7} /7P — E(n),
et ainsi les faisceaux O, efc. ne sont pas définis sur le site (T1)syn mais juste sur (17 /7)syn.
On notera toutefois que cela ne préte pas a conséquence pour la définition de ¢q : en effet, on
a pas besoin ici de diviser par une puissance de p, ni donc de monter sur (73 )syn.

Par ailleurs, un raisonnement facile a partir de la proposition 2.2.8 indique que sur tout
module libre de type fini sur S; muni d’un opérateur ¢q vérifiant les axiomes de la définition
M"P il existe un unique opérateur N qui en fait un objet de M"™?. On montre de méme que le
résultat reste vrai si Sy (resp. M"™") est remplacé par S(n) (resp. En))' (C’est ce morphisme qui
nous avons noté N.,,. En particulier, on constate que, dans le cas r = 0, il n’est pas nécessaire
de s’encombrer de l'opérateur de monodromie sur les faisceaux log-syntomiques.

49



Les arguments utilisés pour mener a bien la récurrence sont identiques a ceux qui ont déja
été détaillés deux fois précédemment. Une fois le résultat connu pour n = e, on déduit a nouveau
par la méme méthode que le quadruplet :

(M = HO(XSyrU @it)a M7 ¢7 Ncan)

est un objet de M"P. 1l s’agit pour finir de justifier que le groupe de cohomologie H® (X’Syn, @it)

est isomorphe & HO((X1)syn, O5), et que Nean s'identifie & I'opérateur N défini sur le faisceau
O%*. Le premier point résulte simplement de I'isomorphisme fondamental de rigidité de la co-
homologie cristalline :

H((X/E))cris, Ox/p,) = H°((X1/E1)cris: Ox, /5,

tandis que le second point résulte de I'unicité du N vérifiant les axiomes de M".

Pour n = 1, il est certainement possible d’obtenir une version faisceautique de l’isomor-
phisme du lemme 2.2.7 qui conduirait a une démonstration alternative. Il ne semble pas clair
a l'auteur que cet isomorphisme faisceautique puisse se généraliser au cas n > 1. Toutefois, si
tel est le cas, il devrait étre possible d’obtenir le résultat convoité pour tout n, toujours dans
le cas r = 0.

4.2 Dévissages

Le but de cette partie est de déduire a partir du cas n = 1 traité précédemment le cas n
quelconque, c’est-a-dire d’obtenir le théoreme suivant :

Théoreme 4.2.1. Pour tout i < r et tout entier n, le quadruplet :
(H'((Xn)syns O3)y H (X)) syms T ) 6, N)
définit un objet de la catégorie M".

Lemme 4.2.2. Soit M un objet de M" et M' C M un sous-S-module stable par N. On
suppose s’étre donné également Fil" M’ C M’ N Fil" M contenant Fil"S M’ tel que ¢, (Fil" M)
est inclus dans M’ et ’engendre. Alors M’ est un objet de M".

Démonstration. La preuve est la méme que celle du lemme 2.3.1.1 de [Bre98|, a ceci pres
que le cas des objets annulés par p est plus subtil. Si e = 1, il n’y a rien a faire de plus. On
suppose e > 2. Considérons donc M un objet de M” tué par p et notons M et M(g) les images
de M dans les catégories E et M/l(;) respectivement. On définit également le sous-module
Fil” M’ (resp. Fil”M’(z)) comme P'image de M’ dans M’ (resp. /\;l’(Q)). Par 'argument de loc.
cit., M’ est un objet de E et comme les morphismes de E sont strictement compatibles a
la filtration, il vient Fil” M’ = M’ N Fil" M.

Considérons é1, . . . , €, une base adaptée de M’ pour les entiers ny, . . . , ng et notons e; € M’(2)

un relevé de €;. Notons également f; € Fil“./\;l’@) un relevé de uie;. Tout x € Fil” Y 22) s’écrit :
r=arfi+- -+ agfs+uy

pour a; € Sz et y € Mz Alors ¢,.(z) = ¢(ar)d.(f1) + - + d(aa),(fa) et donc la famille des
o, (f;) engendre M’(2). De plus, modulo u?, cette famille peut étre complétée en une base de M.
En relevant cette base, on parvient a compléter la famille des ¢,(f;) en une famille génératrice
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de M(g). Comme en outre, cette derniere a pour cardinal le rang de ./\;l(g) sur 5’(2), c’en est
nécessairement une base. Il s’ensuite que la sous-famille des ¢,.(f;) est libre sur g(g). On en
déduit que Ml(z) est un g(z)—module libre.

Finalement, en répétant & nouveau l’argument, on parvient a prouver la liberté de M’, ce
qui suffit pour conclure. Ul

Prouvons a présent le théoreme 4.2.1. On raisonne par récurrence sur n. L’initialisation est
donnée par le théoreme 4.1.24. Pour I'hérédité, on considere les suites exactes courtes suivantes :

0 g gl ol 0
0 oy o5, ost 0.

Elles fournissent deux suites exactes longues de cohomologie qui s’inserent dans le diagramme
commutatif suivant :

HIW) —— (I —— H(F,0) —— H(3) ——HH ()

n

o) o] . o) o]

H(O3) > H(OF) = I (Ofy) = H(0) —— H™1(0F)

ol tous les groupes de cohomologie sont calculés sur le site (X,,)syn. Par hypothese de récurrence,
les deux quadruplets (H*~1 (O, H~1( T[LT]),gbr,N) et (Hi((’)?),Hi(jl[T]),gbr,N) sont des ob-
jets de la catégorie M". Comme celle-ci est abélienne, il en est de méme de leur image que
on note (M’,Fil"M’,¢,, N). De méme, les deux quadruplets (H'(O), Hi(F), 6., N) et
(H+(O3), H* (T, ., N) sont des objets de M, le premier en vertu de 'hypothese de
récurrence et le second par le théoreme 4.1.24. Leur noyau (M”,Fil" M”  ¢,, N) est donc aussi
objet de M".
En outre, on dispose d’un diagramme :

0 —Fil"M —— H(J!" ) ——Fil" M" ——0

o) o] o)

0 M H(O3,) M 0

ou les deux lignes horizontales sont exactes. Une adaptation directe du lemme 2.3.1.2 de [Bre98]

(utilisant le lemme 4.2.2) entraine alors que (H'(O%, ), H/(T")), 6, N) est un objet de M",
ce qui acheve la récurrence.

Remarques. 11 est fort probable que le théoreme précédent reste vrai lorsque ¢ = r, mais ce cas
particulier échappe a la preuve que ’on vient de donner.

L’auteur remercie le referee pour lui avoir fourni une démonstration alternative (plus directe)
de l'adaptation du lemme 2.3.1.2 de [Bre98]. Pour ne pas encore allonger cet article, nous ne la
reproduisons pas ici.
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Le cas entier

Apres avoir obtenu un théoreme modulo p™ pour tout entier n, il est tentant de passer a la
limite projective. Précisément, posons, au moins pour ¢ < r :

M = @Hi((Xn)symO;t)
n>1
Fil'M = lim B (X )sym, T

n>1

Les applications ¢, et N passent a la limite pour finir respectivement des applications Fil" M —
M et M — M que 'on note encore ¢, et N.

Soit Mos 'ensemble des éléments de M tué par une puissance de p, et Moo = M/ Miors.
On munit sans probleme ces modules d’'un Fil”, d’'un ¢, et d'un N, et en copiant les arguments
du paragraphe 4.1 de [Bre98], on obtient le théoreme suivant :

Théoréme 4.2.3. i) Le module My.s muni des structures supplémentaires est un objet de
M.

i) Le module M. muni des structures supplémentaires est un module fortement divisible>.

5 Calcul de la cohomologie étale

On conserve les notations introduites jusqu’alors. Le but de cette partie est de démontrer
le théoreme 1.1, dont nous précisons 1’énoncé :

Théoreme 5.0.4. Pour tout entier r tel que er < p—1, pour tout entier n et pour tout 0 < i <r
(et aussii =1 sin=1), on a un isomorphisme canonique de modules galoisiens :

H((Xg) e Z/p"Z) (1) —= Tyte (H ((Xn) sy O1), H (X)) syms T ), 6, N) -

Fixons avant tout quelques notations. Si L est une extension algébrique de K, définissons
Ty, = (Spec Op, O \{0}) et si n est un entier et Y est un log-schéma sur 7', posons Y,, = Y x1T,,,
YL =Y X7 TL et Yn,L = Yn X TL = YL X Tn

Le premier (et principal) ingrédient de la preuve est un résultat de Kato et Tsuji qui s’énonce
comme suit :

Théoreme 5.0.5. Pour 0 < i< s < p—2, on a des isomorphismes canoniques compatibles a
l’action de Galois :

H (X i) éts 8115 (8)) — = H (X&) s Z/p" L) (5) -

n,Xg

Dans le théoreme précédent, slzgxk(s) désigne un certain complexe de faisceaux étales sur X, g
construit par Kato (voir [Kat87]). Ce théoreme est prouvé dans [Tsu00] dans un contexte plus
général : pour un schéma X log-lisse (mais dont la fibre spéciale n’est pas nécessairement du
type de Cartier), la conclusion demeure en remplagant dans I'énoncé X par X, g ott Xy
désigne le lieu sur lequel la log-structure est triviale. Par ailleurs, Breuil démontre le théoreme
suivant :

13Pour une définition, on pourra se reporter a [Bre99).
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Théoreme 5.0.6. Pour tout entier i, et tout s € {0,---,p — 1}, on a des isomorphismes
canoniques compatibles a 'action de Galois :

h—r>nHi((Xn+S,L)sym S,) — Hi((Xn,f()ét» 5 (s))

n, X g
L
ot la limite inductive est prise sur toutes les extensions finies L de K.

Ici, S désigne un certain faisceau sur le site log-syntomique dont le rappel de la définition est
I'objet du paragraphe 5.1. Forts de cela, il ne reste plus pour conclure qu’a prouver :

Proposition 5.0.7. Pour 0 < i < r (et aussi i = r lorsque n = 1), on a des isomorphismes
canoniques compatibles a l'action de Galois :

i H (X, syns S5) = Tt (' (X syms O31)s H (X sy T, 61, N) (16)
L

La démonstration de cette proposition est I’'objet du paragraphe 5.2. Finalement, le paragraphe
5.3 qui termine cette partie explique comment on déduit des résultats précédents le théoreme
1.2.

5.1 Les faisceaux §;

A partir de maintenant, on est de nouveau amené a manipuler les faisceaux O et Jlsheris
défini en 3.2. Le faisceau S est défini comme le noyau du morphisme ¢5 — id : Jleheris _ ocris,
La proposition suivante réunit les suites exactes fondamentales que I'on aura a manipuler par
la suite :

Proposition 5.1.1. Pour tous entiers s > 0 et n > 1, on a une suite exacte courte de faisceaux
sur le site (T),)syn -

0 jrgs],cm's jygs] N jrgsfl] 0.
Pour tout entier s € {0,...,p— 1} et n > 1, on a une suite exacte courte de faisceaux sur le
site (Tn+s)syn -
0 S jn[s} seris  9s—id Ocris 0
n n ‘

Démonstration. On a rappelé la premiere suite exacte par commodité mais elle a déja été
prouvé dans la proposition 3.4.2. L’exactitude de la seconde suite est exactement le contenu de
la proposition 3.1.4.1 de [Bre98]. O

5.2 La preuve

Le but de ce chapitre est de donner une preuve de la proposition 5.0.7, ce qui est suffi-
sant comme nous l’avons expliqué, pour démontrer le théoreme 1.1. On suit de tres pres la
démonstration de [Bre98] valable pour le cas e = 1.

On note M = H'((X,,)syn, O5F). Pour tout entier ¢, on a un morphisme (pas nécessairement
injectif) H'((X,)syn; Ji) — M et on note Fil*M son image. On vérifie que 'on obtient ainsi
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une filtration admissible (voir définition 2.3.3) sur M. Par définition (voir paragraphe 2.3.3),
le membre de droite de I'isomorphisme (16) s’identifie a :

Fil"(Ay ©5 M)T 2,

avec

Fil"(Ay ®s M) = > Fily Ay @5 Fil*'M
t=0

olt on rappelle que les Fil% sont définis par la formule (2) et qu’ils sont plats sur S,,. On rappelle
également que 1'on dispose du lemme 2.3.4 qui permet de voir le module Fil" (A ®s M) comme
le conoyau d’un morphisme.

La preuve de la proposition 5.0.7 passe par les calculs successifs des modules Filr(flst Rs
M), Fil"(Ay ®s M)n=o et finalement Fil"(Ag ®g M)¢T_1 = Ty, (M). Ceux-ci sont traités
respectivement dans les paragraphes 5.2.2, 5.2.3 et 5.2.4. Le paragraphe 5.2.1, quant a lui,
rappelle quelques préliminaires nécessaires pour la gestion des limites inductives.

5.2.1 Le foncteur j,

Dans ce paragraphe, on rappelle comment construire des faisceaux sur le site (X, )syn dont
la cohomologie s'identifie & lim H*((Xy,1)syn, ey,

Si L est une extension de K, on a un morphisme canonique j; : 7, — T. On montre
(lemme 3.1.1.1 de [Bre98]) qu’il est log-syntomique et donc qu’il induit un morphisme de
topoi (Tn\l)syn — (T;)syn. Soit F un faisceau de groupes abéliens sur (7,)syn. Pour tout L,
on considere le faisceau jr,j;7F et on remarque que si L' est une extension finie de L, on a un
morphisme jr.j; F — jrj;F. On pose finalement :

JF = h_IRlJL*]z}—
L

C’est un faisceau sur (7},)syn €t on montre (corollaire 3.1.1.4 de [Bre98]) que I'on a une identi-
fication canonique :

lii>n Hi((Xn,L)sym jrgs]) = Hi((Xn)syn’ j*jn[sb
L

pour tout entier s.

5.2.2 Le calcul de Fil"(Ay @5 M)

Le but de ce paragraphe est de donner une description en terme de conoyau (analogue a
celle du lemme 2.3.4) de Fil"(Ay ®g M). Pour cela, on commence par rappeler que 1’anneau
Agt admet une interprétation cohomologique incarnée par 'isomorphisme canonique suivant :

Ast/pn = hi%l HO((Tn,L)syna Of:)
L

ou la limite inductive est prise sur les extensions finies L de K. Il existe aussi un isomorphisme
analogue pour décrire la filtration sur Ay qui est :

Fil!(Ag/p") = Fil'Ay /p" = lim H°((T,, L)syn, TH).

L
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Ces isomorphismes permettent de construire une application canonique :

Fil'Ay/p" ®s, H((Xn)oym, T ™) — h_I>nHO((Xn,L)Synv T¥) = H((X0)syn, 4T3
L

et donc un morphisme de faisceaux :

D ris A/ @5, T = DFIA/p" @5, T = 5.0,
t=0 t=0

On a alors le lemme suivant, a mettre en parallele avec le lemme 2.3.4 :
Lemme 5.2.1. Pour tout entier s < r, on a un diagramme commutatif :

S . S N . .
0 — PritlAu/p"” ®s, H(ITFTT) — P rilAa/p" ®s, H(TLEY) ——— Hi (. L)) ——0
t=1 t=0

v v \

S S
0 — PFitkAu/p" ®s, Fil*T' 7'M —— PFil Au/p" ®s, Fil° "M ——> Fil*(Ay ®5 M) —> 0
t=1 t=0

ou tous les morphismes respectent l'action de Galois, et ou les deux lignes sont exactes et les
fleches wverticales surjectives. (Notez que tous les groupes de cohomologie sont calculés sur le
site (Xn)syn-)

Démonstration. Tout d’abord, précisons les fleches. Dans la suite exacte du bas, la premiere
fleche a déja été définie dans 1’énoncé du lemme 2.3.4. La fleche correspondante dans la suite
exacte du haut a une définition tout a fait analogue. Les autres fleches ne posent pas de
probleme, a part a priori la fleche verticale de droite. Cependant, elle n’en posera plus lorsque
I'on aura prouvé I'exactitude des deux suites (puisque ce sera alors simplement la fleche induite
sur les conoyaux).

L’exactitude de la ligne du bas n’est autre que l'objet du lemme 2.3.4. Les surjectivités des
deux premieres fleches verticales sont immédiates. Il ne reste donc plus qu’a prouver I'exactitude
de la suite exacte du haut (de laquelle résultera directement la surjectivité de la fleche verticale
de droite).

On commence par prouver que la suite de faisceaux sur le site (75, )syn :

0—PFil kA /p" ®s, T — PFil A/p" @5, T —= juTn —0
t=1 t=0
est exacte. En utilisant un analogue du corollaire 3.1.1.3 de [Bre98], on se ramene par un
dévissage, au cas n = 1. De plus, en recopiant les arguments de la preuve de la proposition
3.1.2.3 de [Bre98], on se raméne au cas s = 0. Il s’agit donc de montrer que Ay /pRg, O3 ~ j, O,
C’est a nouveau un calcul local pour la topologie log-syntomique, en tout point analogue a celui
mené dans la démonstration du lemme 3.1.2.2 de [Bre98]. O

~

5.2.3 Le calcul de Fil"(Ag ®5 M)n—o

Le but de cette partie est de démontrer le lemme suivant qui constitue la deuxieme étape
de la preuve.

Lemme 5.2.2. On a des isomorphismes de modules galoisiens :

lin H (X, 1), OF%) — = (A 85 M)y
L

i H((X,0) e TE7) " Fil' (A 95 Mg
L
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Démonstration. La démonstration est identique a celle du corollaire 3.2.3.5 de [Bre98]. Nous

redonnons simplement les grandes lignes. Tout d’abord, de la nullité de lim R gt Tn [s)cris

prouvée dans le lemme 3.1.1.2 de [Bre98|, on déduit a partir de la premiere sulte exacte de la
proposition 5.1.1, une suite exacte de faisceaux :

0—> j T s T s g g 0
de laquelle on déduit une suite exacte courte sur les groupes de cohomologie :
0— H'(juJs1™) —= H (1. J)) = H(j.J0 ™) —=0

ou tous les groupes de cohomologie sont calculés sur le site (X,)syn (Iargument est le méme
que celui utilisé pour la proposition 3.2.3.1 de [Bre98]).

La suite de la preuve consiste a reprendre le diagramme du lemme 5.2.1 et a procéder a une
étude relativement fine des noyaux des fleches verticales. Précisément, si on note :

K' = ker(H(JY) — H"(Ost)) = ker (HY(JY) — Fil‘M)
K' = ker (H'(j,JY) — Fil'(Agq @5 M))

on peut compléter le diagramme de la fagon suivante :

0 0 0

00— PFilkAg/p" @5, K717 Pril A /p" @5, K°F K 0
t=1 ¢ t=0 \L ¢

0 — PFilk Au/p" B3, H (L) — @Filk Au/p" 0, H (L) —— 0.7 ——0
t=1 ¢ t=0 ¢ ¢/

0 —> @an{fist/p" ®s,, Fil*T I —— @Fﬂé{Ast/p" ®s,, Fil* 7'M —— Fil *(Agy @5 M) ——> 0
t=1 ¢ t=0 ¢ ¢/
0 0 0

L’opérateur N induit une application N : K¢ — K*~! pour tout s € {0,...,r} en convenant

que K1 = K?). La suite exacte du haut implique en prenant s = 0 que K° = 0. Par ailleurs,
une étude un peu minutieuse de cette méme suite exacte (voir lemmes 3.2.3.3 et 3.2.3.4 de
[Bre98]) montre que l'application N : K" — K"~! est un isomorphisme.

En considérant la suite exacte de droite, ceci implique que pour s = 0 et s = r, on a des
isomorphismes :

].i_n}Hi((Xn,L)syn; jygchris) - Hi((Xn>syn7,]*t7[S] CrlS) —> Fll ( st ®S M)
L

ce qui termine la preuve du lemme. [l

5.2.4 Le calcul de Fllr( «t Ds M)¢T_1

Il n’est plus difficile a présent de terminer la preuve de la proposition 5.0.7. En effet, la
deuxieme suite exacte de la proposition 5.1.1 nous fournit une suite exacte longue :

) T ) r],cri or—id ) cris
—H ((XTL+T)Syna Sn) —H ((Xn)syn, r[L he s) —H ((Xn)sym On ) —
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et puis, comme le foncteur lim ~est exact (la limite est filtrante) on obtient une nouvelle suite
exacte longue :

: i r : i 7] crisy $r—id i cris
T h_n>lH (Xntr)syn, Sp) — h_H}H ((Xn)syn, jn[ : ) — hmH (Xn)syn, OFF) — -+ -
L L T
Par ailleurs, la fleche ¢, —id : lim  H*((X,)syn, rkerisy lim  H'((Xy)syn, O5) s'identifie via
les isomorphismes du lemme 5.2.2 a la fleche :

¢r—id

FﬂT(ASt Rs M)N:O (Ast X M)N:O

et on sait par le lemme 2.3.9 que celle-ci est surjective. On en déduit que la suite exacte longue
se coupe en suites exactes courtes :

. . . . . - —id .

0 —= B H (X oy Sp) — HH (X, )y, TP5) Z5 lim HY (X )agn, O5) — 0

L L L

ce qui termine la preuve.

5.2.5 Lecasr=0

Si U'on utilise I'équivalence de catégories donnée par la proposition 2.2.8 et la traduction
correspondante du foncteur Ty, donnée par le corollaire 2.3.14, il est possible comme I’a remarqué
le referee d’obtenir un énoncé analogue au théoreme 1.1 valable pour tout n dans le cas r = 0,
a savoir :

Théoreme 5.2.3. Soit W, le log-schéma Spec W,, muni de la log-structure associée a Nu —
W, u— 0. Soient X un schema propre et semi-stable sur O, X = X x7T et Xg = X X0, K.
Alors H® . (X /W) est un W,,-module de type fini, le Frobenius induit un automorphisme ¢ sur
ce groupe de cohomologie et on a un isomorphisme canonique :

Hgt(XI_O Z/pnz) ( cms(X/W ) Qw, Wn(]%))d’@(f’:l
pour tout entier n.

Démonstration. Pour tout log-schéma S au-dessous de Spec Ok muni de la log-structure
définie par la fibre spéciale, notons Xg = X X, S. Ainsi en particulier X est le schéma
sous-jacent a Xz. Le théoreme de changement de base propre fournit :

HE(Xg, L/p"Z) ~ H (X, *j.Z/p"L)

oll i et j désignent respectivement les inclusions de X i et de Xy dans X(?f{' Comme X@L est
normal et plat sur Oy, pour toute extension finie L de K contenue dans K, on a i*j,Z/p"Z =
Z/p"Z. Par ailleurs :

s (X /W) @w, Walk) = Hoyo (X /W, ()

~ ker (d: Hy(Xj, WnOX,—C) — HO (X, W, Qﬁ( /k’))

CrlS

et I'on souhaite calculer les points fixes par le Frobenius sur ce dernier groupe. Mais la suite
exacte d’Artin-Schreier-Witt 0 — Z/p"Z — W,0x_— W,;0x — 0 (ou la derniére fleche non
nulle est id — ¢) implique que le résultat s’identifie & HY (X, Z/p"Z). Le théoreme en résulte.
O
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Remarque. L’auteur suppose tres fortement, mais ne sait pas prouver, que le théoreme 1.1
reste valable tel quel pour le cas » = 0 et n quelconque. Comme cela a été déja mentionné en
4.1.4, ceci pourrait résulter d’une version faisceautique de I'isomorphisme du lemme 2.2.7 qui
ne semble pas si facile a dégager. D’un tel isomorphisme, il devrait résulter également que les
deux objets cohomologiques associés a X dans les deux versions du théoreme se correspondent
via le foncteur de réduction modulo k (voir paragraphe 2.2.3).

5.3 Une conjecture de Serre

On montre dans ce paragraphe comment la théorie développée au long de cet article per-
met de résoudre completement la conjecture de l'inertie modérée de Serre formulée dans le
paragraphe 1.13 de [Ser72].

Avant de rappeler ’énoncé de la conjecture, faisons quelques préliminaires et profitons-en
pour fixer les notations (pour plus de précisions, voir le paragraphe 1 de [Ser72]). Soit V' une
[F,-représentation de dimension finie irréductible du sous-groupe d’inertie I de groupe de Galois
absolu de K. Par un résultat classique de théorie des groupes, du fait que V' a pour cardinal
un multiple de p, le sous-groupe d’inertie sauvage (qui est un pro-p-groupe distingué) agit
trivialement. Ainsi 'action de I se factorise a travers une action du groupe d’inertie modérée
1.

Par ailleurs, puisque V' est supposée irréductible, ’anneau E des endomorphismes équivariants
de V est un corps fini et V' hérite d’une structure d’espace vectoriel de dimension 1 sur ce corps.
La représentation de départ fournit un caractere p : I, — E*. Notons ¢ = p” le cardinal de E
et F, le sous-corps de k formé des solutions de 'équation 27 = z. On dispose de I’application
suivante appelée caractere fondamental de niveau h :

Oh: Iy — pg1(K)~T;
g -
ou 7 désigne une racine (¢ — 1)-ieme de l'uniformisante 7.
Les corps E et F, sont finis de méme cardinal et donc isomorphes (non canoniquement).
Si 'on compose ¢, par un tel isomorphisme f, on obtient une application 0 5 : I; — E* et
on montre facilement (voir la proposition 5 du paragraphe 1 de [Ser72]), que p = 0y ; pour un
certain entier n compris entre 0 et ¢ — 2. L’entier n dépend de I'isomorphisme f choisi mais les
chiffres de son écriture en base p, eux, n’en dépendent pas. Ce sont par définition les exposants
de ["inertie modérée de la représentation V.

La conjecture de Serre s’énonce alors comme suit :

Théoreme 5.3.1. Soit X un schéma propre et lisse sur K a réduction semi-stable sur Ok
et soit r un entier. Les exposants de ['inertie modérée sur un quotient de Jordan-Holder de
la restriction au groupe d’inertie de la représentation galoisienne HY, (X, Z/pZ)" (ot « V »
désigne le dual) sont compris entre O et er.

Démonstration. On remarque dans un premier temps que le résultat est évident sier > p—1
(des chiffres en base p sont nécessairement inférieurs ou égaux & p — 1) ou si r = 0. On peut
donc supposer que ce n’est pas le cas et appliquer les résultats de cet article.

Par le théoreme 1.1, la représentation galoisienne V' = H, (X, Z/pZ) (r) est dans I'image
essentielle du foncteur Ty, . Puisque cette image essentielle est stable par sous-objets et quotients
(théoreme 2.3.1), tout quotient de Jordan-Holder de V' est également dans l'image essentielle
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de Ti,. Par ailleurs, un tel quotient de Jordan-Hoélder est par définition irréductible et donc ne
peut étre 'image par Ty, que d’un objet simple.
Le théoreme résulte a ce niveau du théoreme 5.2.2 de [Car06]. U

Remarque. On a un résultat équivalent avec les groupes de cohomologie HY, (X, Z/ p"Z)". On
ne peut pas utiliser directement le théoréeme de comparaison établi dans cet article car il impose
la restriction ¢ < r si n > 1. Cependant, & partir de la suite exacte 0 — Z/pZ — Z/p"Z —
Z/p"'Z — 0 (la premiere fleche non nulle est la multiplication par p"~! et la seconde la
réduction modulo p) on obtient le morceau de suite exacte longue de cohomologie suivant :

HY, (X, Z/pE) — H (X, Z/p"Z) — HY, (Xg, Z/p"'Z)

On en déduit que les quotients de Jordan-Holder de HY, (Xg,Z/p"Z) se retrouvent soit dans
ceux de HY (Xg,Z/pZ) soit dans ceux de Hf, (Xg,Z/p" '7Z), ce qui permet de conclure par
récurrence.
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