
���������
	���
�����������	���������	������������ �"! ���"���#!�	$�"%&�'�(�)	+*+,�, %&�������#�'�+-.%0/ 12!�34�"
$�5�6	$�������

798 :<;(=?> @A> 8 BDC<;�EGF?HI=J>
K L =M;NFJOP8 7QFJ;�RTSA> >QF

p U
BV@P;�RTSA> W

X�Y[Z
\ Y^]`_ba^Zdcfehg5ikjml

n :<8 8 BV;(=?>

o prq+s s t
uvqxw
q`y z?tb{�| }
o�o ~fs t2{��xy���{�t��(q+� �[�
�P�)�������^�������'�����d���d���������0���������6���'�����6�'��� ���
�¡ x¢v£N�¥¤'¦���������§0���6��¤'� ��¨
�ª©«¦������4�6�k����¬k ®­ ¯��
o�o�o zhq`w
°[±²s t
³�±�{�tb´Nµ �N�^¶
·¹¸+º���¢������������d�'�����4¢ ����¯
¯¡»k�d�"���^�6¤5�¼º&���6�4�'���G¦��'��½v��� ��·��
¾À¿^��Á'����¤5�����6¦�Â²��¢������ ��¯¥Ã
o"z o�µ`Ä$´Ns yÅ±�{�t��Æq`� ��Ç��
¨¡»k�f£����'È���É��h�¥¬Ê£N���^�Ë©«¦�����£N��¤�� ��Ã��
ÌªÍ��6���#�ÏÎ�ÐÑ�^�6¤'��¤ �¥Ò�Ã

Ó ����	���!��Ë%��ÑÔÕ��Ö)	���×�
���Ø"Ù"Ù�Ø�Ú�-�%Û/ ÜNÝ Ó Ú Þ²�"
�����ß



Ø



��� F =J: @PS���FJ;(: �

�





�

*+, 
��'�Ñ����������! �Ñ�v/ ��Ö)��%&�'��,�
$�#,¥��
Ï�6	����&
$����Ú��b�Ë����Ö)�����k�v/ ��!�	����"
$�#
Õ%Û/ ÜNÖ)��%&�kÝ+�"
$�5��%�� Ó ��,��#
$���#��
$� �#!����	�
��Ú���!�5�6	$���#�5��	������ ����ß����h�������#ÚÆ,¥��! ���"!�	�%���,�
$�#�����#
$�h��! !��#��ÚÆ����
"��
$�ËÖ)����
$�k���h%&��Ö)��! Ö)�r�)	����h�5����	$
����
�r���"! !����k-%Û/ �'Ö)��%&��ß����'�`Ö)����
Ï�+�v/ ��%��"�#× 
���Ú�×����#! ������, %&� �x�����5Ö#�&%����x�)	x�.���&!¥�`�"Ö�Ö)�'�����&× %&�'�+-5���"!����#! ��Ú ��/ �#�Ñ× ��%�%&��!�	`,�%�� �+�#	Ö"/ �'�b	+,��"��
®Ö)�#	
	��Õ
$�"�����"!��������b�Õ���'Ö)�����Õ����	�
Ï��
��"�&%�%��#
�,��"��
x�.��!�����,������������5����	�
$�����"Ú¥��
"��Ö��N
��(��!���� �	!#"%$ �
� 
��! �����b�)	��#	��������)	$�'&���%��"��×�
��)(h,�
$�",�������, ��
�*+
����-,.!#/�0	�21 �#	Õ�����N��/ ��!�	��&	���%��'&
Z
���
	Õ�
����,�%&�����#!�	ÕÖ)��!�!������3(�ß

���5!�/ ��
��"��� �"%&��
$� �����5,��#����/ �����#�'44×����#!��������b� Ö#�"!�!¥�������$���������5�
-�%Û/ ����,�
$���$�
���"!6&��
����,�%&�����#!�	ÑÖ)��!�!��7���3(r,��"� 
%���	���,¥��%&���"���"Ú����"���)�b� !��8
"��9�������, �"�.Ö)���.����!�	Ñ�#%�%&�Ë,¥���:
6���&	.��/ �",�,�%���������
Õ�#! ��%��"�#× 
���Ú��)	.�#! Ö#�"
$� ���"��! �Õ-
Z ;���ÑÖ)�Ñ�����Ñ�
���"!���<¥�"� 	+	$�"��	�Ö)��%�� Ú �5�����+%����`����,¥���
�'�`���"!�	`%�-5,��"��
`3�����
�� 	$
$��
6�"�&%�%&��
+%����x�#%��7
"�'���)	�Ö�/ ���
	®�"�&! ���������)�b����'Ö)���:
�
����Æ%��Ñ	�� �#�"
$������� %��.
Ï�����=<�Ö#�6	$�&��!Ë�"%&���#×�
$��������ß

> Ö7?�	������ Ö)��%�� Ú@�b��!�/ ��
6�����5, �"�5	�
$�",f�#!�
��&�h����, �"�$���#
 %Û/ �"�"
$�#���6	����"!^Ú²Ö#�"������%&��34�"!�	ËÖ)��

	Ï����! �5��%&��
"������!���������&�����Õ��!�! �#�"Ú¥�)	xÖ#�"�����Õ��%^!���� �`��
6�"� 	`�#	��Õ��� 	���� �ÕÖ)��%��5!^/ �#	$���&	x,¥�"��!��'Ö)�'���$����
���Ú��b�Ñ����Ö)�����"������! �Õ, ������/ 9,�
$�����#!�	$�#
[��! ���#�:�����#���®��!�!����"ß�A¼�)	
	$�x���������&�����x��! !��#�`34��	Æ����! Ö`Ö#�"! �$�"Ö#
����+- ���"!CBD�N*FE7�b�®����Ö#��� ���¥���x������
�
$������ �"���"��
Ï� ���5%Û/ �"!h, ���������)	ÕÖ#�"�����#!�G������ -k������
�
���%�����Ö#�"��
Ï�����HB3�N* ��� ���6	$���#�5��	������ ��� Þ[� 
��'� -JIx
$�$��9�$��! �`	�����	��#34�"���39LK#	�
$�Õ��! �$Ö)
$� 	'Ú�Ö#�.�����3�b�M
"�#
$
Ï������%0/ ��! !��#���
� ��
6��!�	$�Ñ����	$�"��	 ���Ñ, �����$���&	xÖ#�"
$
��'Ö 	������#!�	®Ö#�"�����Õ%��

��"��%����&	Æ, %&� �+�"�k�.���&!¥�(%���,�
$��Ö)�'����
$�®Ö#%���������������ß

*+�h�
�'Ö)�"!¥���
���.�'�b	$
���Ú��b�ÑÖÏ� �"���
���+��!������b�#	x,��"��
x%&�.�b	Ï���"�������3�b�Õ���'Ö)������������3��"� 	���
"��Ö-A¼� 
����b	$�",�� �-�ON@P�Q%� ��ß
A¼�`�����b�#	¼�)	Ï���&	¼��!53����&	¼,�%�� �¼��! �����b�)	(���+	$�������-4R�b�x!��3
��"���¼, ���[%��`���)	Ï����%&%��#
(���"! �NÖ#�)	
	$�`��!�	�
$����� Ö 	$�&��!�Ú�Ö#�x���#
Ï�®3����&	���"! �[%��������&	��x��� ���#���"��
$� ; Ú��5�����N%��3BD�N* �
��
�
���
$�"� 	N-�Ö#�"��,�
$�#! ��
��+%����¼× ���
�'�m�)	�- �)	$� �����#
(�����ÆÖ#���[, �"

	$��Ö#��%��&��
$��Ú, �"

	$��Ö#��%��&��
����.��!�	x��! �
����%m�#! 3����&	�ß%S��"��	$�)34������Ú�,¥��! ����!�	�Ö)������Ö)��! � ���#���'�b	$
���Ú�Ö#�"�����Ñ��%m����
��'�b	Ï���&	®��! Ö)��
��.���	$�#��, �Ñ,¥����
Ñ����Ö)��! ����Ö)
$�#
Õ-hÖ)�Ë�.�����"��
���Ú:�b�k,�
��#34�#
Ï���ÆÖ)�"!�	$�&!�����
.-h�
����
�
��Ë�����.Ö)����
$�.�v/ ��%��"��×�
��Ë-TIx
Ï����9h�"�-UA¼����
��"%&��
��#	�Ú[�5�"���5�"� �����`����%��"�����������#	 �v/ ��!�34��
��5�6	$��������ÚN������� �����5����!����5�����x�.��, %��"�����#!�	 �#����%��#���#!�	'ßV�[!	$
��������&�����®�"!�!��#��, �"
+Ö)��!�	$
���Ú��b� ��� 
����.����-.%0/ ��%��"��×�
$�x�#	�< !����(�.��!LB3�N*Õß

BÑ/ �"��	�
$�N, �"

	'Ú���!W< !.���[	$�#
$�.��! �"%&��ÚX�)/ ��
6�����^�#	��¼���#%���Ö)	����"!�! �N,��"��
�%&�'�YIx%�9���,��������������Æ����	������5�6	����������^�)	²�)	Ï������"%&%��®-.���"
XZ[B`��%=Z Þ[%��6	Ï��,��"��
Æ3�����
$�x%����Æ�#, 
����:
"�'�#ß�Ax/ ���
	(�$��! �(������	���Ö)��%��.�����v���®���"!�! �Ñ%Û/ ��!2
����®���®��/ ��Ö#Ö)� ,¥��
(���%��`
$�#%��7
��¼%����m�"!�!������²�
� ��
6��!�	$����ß�Bx�#, �����[���x,�
$�#�����#
$�Æ�"!�!��#��-®%Û/ �NÝ Ó Ú"����! Ö�Ú\�)/ �#! Ö��"��
$�"Ú���
���Ö¼�v/ �"��	�
$����,��#
Ï�
��!�!��'��#	N!���	Ï�������#!�	]A¼%���� ���D^MP�/�_a`@!#b3c�/�Ú"���#!���
$�"%&���.��!�	N��� �#%���� ���d�b����
$�¼��� �
	$�����+���+,�
$�#,¥��
Ï�6	����"!5���`%�� ����%&������	����"!34
Ï��!�G������
�5-�Ö#�)	
	$�5�"%�9��., �������"ß�12%Æ�#/ ����� 	��v/ ��!�� 34�"
$����	����"! 
Ï��,�������,¥����
�%����Õ�.���&%�%��#��
Ï���#%��7
���������	$�#
$���&! �"%&� �����

��"!�	Æ× �&��!�	\?�	)K#	�
$��Ö#�"!�34
$�"!�	$��-����'�(�����#
ÏÖ)��Ö)�'�(�v/ � !��b	59�%��x	$�"��	+-.3��"� 	+!����:
"�'���Ë,¥����
��#���vß

���"������%v3��"��	`�
� 
$�#!¥��
�� -�%Û/ ��
�������! Ö)��Ú����#�:�k���#�5����!����+,¥����
�,�
$�#, �"
���
(Ö#�������#! ��Ö"/ �'�b	`���"��
"�#!�	(	�
$�",�Ö#�"��
�	�Ú��#	%�����
$������%&	$�6	Ï� ���5%��k� 
$�"! Ö)���#	$�����#!�	 
Ï��
$�#���#!�	�-k%��k� �"��	�����
����5!���������,¥��
$�"! Ö)�'�#ß#Ax/ ���
	 ,¥����
ÕÖ)��%��������5��� Ö)
$�����! ����������Ö)���6	$�&��! 
$�#,��"! ���"!�	��"�h!���� �v/ *+! �&�5�6	$�e4 f�g�g
h]i�j�jlk2k�k]mXn	odp�qdn	g
f�m5r	s ; ����!�	 %���×���	����
	]�b� �
	��#����!�	Õ���
$��Ö#
���	$�#
(�����(��%&��
"�'�Æ�����(%��Ñ����Ö#�"! ����Ú��)	+%��#��
(����,�%������ �#
(��!�,¥���Ë, %&� �����®�5��	���������	�����������Ú�,¥����	XZtK)	$
�����	$�&%����(,��"� 
%����Õ�"%�9���,����"����� �5������,¥�"� 34��
$Ö#�#���#!�	'ß#Bx� ���"!�Ö7?�	���Ú^��%Æ�"
�
$��
"�5����� ��� 	��#��, �Ñ�#! 	$�#��, �3�b� ��/ ��Ö�Ö)��,�� ���kÖ)�'���%&��
"���Æ���k�����]�b� , ����������!�� ��, 
��'�5Z ��������-.%��#��
+Ö#�"
$
����"��
Æ�����+Ö#�",�������ß
A¼� ���#���"��
$�®��������
������®��!����¥�6	�
$�®, ��
�	�������E
�^�.,�
$�#�����#
$��, ��
�	����®	�
$����Ö)����
�	������
	Y�b� �b	$� ��!�Ö)��
$
$��Ö#��%&� �u
�� 	wv�ß
�^� �
�'Ö)�"!¥����, �"

	$�&��Ú ��!�	$� 	$��%��#�x&®*`
��&	������#	������ �3(�Ú¥�'�b	®Ö)�"!¥����Ö)
$�#��-5���"!�,¥��
ÏÖ)�"� 
$�+�$Ö)��%��"�&
$�"ß��[%&%��ÑÖ#�"�����#! Ö#�, �"
Ñ� !����&!�	�
$����� Ö)	����"!f��� ���"�5����!�������
��'ÖÏ���#
ÏÖÏ��� �����+Ö#�"�����#! Ö#�Ë, �"
�,�
��'�
��!�	��#
�%��k�����b�#	5��������/ �&!�	$�#
$���$�
��-���'��!��"!:Z ��,¥�'Ö)����%����
	��'�®�)	W< !��&	�, �"
 ����,¥���
��
 Ö)%�����
����.��!�	 ������%m	�� �#�"
$�#���y
6���k/ ��!�	$�#
$���$�
��
�,¥��! ����!�	�%���� �"!�!��#�'� -


��#!���
`�#	®�����#%�%����x�.�#	��������'�®�&%����
	x��!2
������"�"�Õ�����3�)/ ����,�%&���&�Ñ,¥����
®%&�Ñ
��'�
��� ��
$�"ßdA¼�#	
	$�Õ��!�	$
������¥Ö 	����"!h��� �����5����!����� 
��'ÖÏ���#
ÏÖÏ���5���
	.������
��Æ���Ë���"!��7��,������ ���Ë�5����	�
$����� �)	���� ����!����#���"��
��Ë���8BD�N*�ßV�^� ,�
$�#���&��
�Ú²Ö)�����.�z�b�%Û/ �"�[���5�
-��7��,�%&�������"Úv, 
��'�
��!�	$��%��k	$���#��
����5���5%��k
Ï������<¥Ö#��	����"!h�"%&���#×�
$����� �.�#	Õ���"! !�����! �
��! ��-k%0/ ����,�
$���$���&��!{&
Z�'�b	��
����,�%&�����#!�	®Ö#�"!�!��7����(vßd�^�Ñ����Ö#�"! ��	$
$�"� 	$����!rÖ#�"�x, �"

	$��Ö#��%&���#
®���Õ����!�,�
$�l�b�)	�����	$�������Ñ���#���"!�	�
$�Õ,��"� 
x%��,�
$�#�����#
$�`34�����+, ��
�����ÖÏ���#%}|W!2~#"@!@Q%$h�#!T����Ô�� ß

�^��	�
$�"���
���#���Ë, ��
�	����"Ú��&!�	$� 	$��%&���U&O�m��%&����
$���$�6	$�&��!�(�Ú²
����"
$�"��,�� Ö)��

	Ï����! �Õ	�����	$���������-�)/ ���Æ��Ö#
��&	$��ÚmÖ)��! �
�'�-K#	�
$�Ö#�"��,�
$�#����! �
��×�%����®��
"���Ñ�"�$���7�Õ,��#� ����× �"���������`����	������5�6	����������M4���!h×¥�"Ö.��Ö#�&��!�	$�=<���� �Ñ�'�b	 �
���:
"��!�	®%��Ñ× �&��!2
��#!��



�

	$�"��	$�)34�"��� ; ß�12%a9 ��	�����	+�v/ �"×¥��
$� ��! 	$����	����
� 
¼%Û/ �l���&���.�®���ËÖÏ� �"���5������3��"� 	����®!��"�Ñ×�
������5
$�",�,��#%��N��! 	�� �#�"
$���x���'���! �
���Õ×�%����®Ö)%��"�$����������ß �x�&��!�	 ��! �
� � 	$�Ñ��! Ö)����
Ï�x�v/ ��
$�&	������)	$�����������.× �"���"Ú���� %Û/ ��! ,�
$�����#!�	��Ñ,�
$�&! Ö#�&,¥��%��#���#!�	�%&�'�Ö#�"!���
�����! Ö)�'�m�)	Æ%&�'�[,�
$�#�����#
Ï�m	$���#��
����.�'�N�����a
"��!�	Æ��
"��Ö(�#	¼��� %0/ �"!5�7��,�%&�������xÖ#�"�����#!�	N��! 
��'�
����	¼���'�[�'���¥�6	����"!¥����"! �
Z/nZ

����	Ï��!�	Ñ�v/ ��!G,��"��!�	.���8
���� 	$���#��
�������� ����� , 
$��	������ �"ß�����! ��%��#����!�	'Ú���! 	�
$�"��
"� ���"! �ÑÖ#�)	�	�� ,¥��
�	�������'�(�&!�	$
������ Ö)	����"! �(-����'�����"�5����!��'����������	������5�6	����������(,¥��
�34�"���¼��
����"��! �"���vÚ����"��
"�#!�	(����Ö)��!�!�� ��Ú�,¥�"�Æ34�"
ÏÖ)�����#!�	���&��,�%����[���"���N���#�5��!¥����!�	m,¥��� ���+,�
$�#
$����������ß
A¼���m��!�	�
$����� Ö 	$�&��! �²�"!�	[�)	$�+
$�������"�����²,��"��
N����×¥��! �m�#%��7
����m���`%�9�Ö)����#	+34�"!�	+	$
$��
6����%�%&��
�%&��%���Ö)	�����
`, �"
+%Û/ ��!�	��#
$������������
$�����Ñ�����'�b	$�&��! �+�"�$���7� ���.,��"
�	$�"!�	����+,¥����
`%Û/ �#	�� ���Õ��� �����b�)	x×��&��!����/ �#!k�"��!��#
Ï��%�!���!k, 
������"
Ï�����"%&�'�#ß
���&!¥��%��#���#!�	�Ú�%������ �6	$
����#��� , �"

	$�&��Ú^��!�	��&	���%��#� &�12!�34�"
$�5�6	$�������3(�Ú�,�
$�����#!�	��Ë���#��� %��&× 
$�"�&
$�&�'�������W�)/ ���Æ��Ö#
��&	��'��#	Ë�����x,��#��
"�#!�	CK#	�
$����	$�&%����Ë����3��
G)�"!d���#!���
$�"%&��ß.�^� , 
����.���#
$� �",�,¥��%&���8q�h����G,¥��
����#	Ë����3��"�&
$��
$�#%��6	$��
��#���#!�	3���Ö)��%&���.��!�	¼�����V< �"��
$���[�#!�	�
$�"���[�������#! �����"! �¼��
"��Ö����)	$�",¥���b	N�����¥,¥���:
"��!�	N�#! �����&	��)K#	�
$�+��! �
��
������[� ��! �m!^/ ����,¥��

	$�����Ö#�����#!�	�S ��� �"�6�	� S �
� �"� !�/ ����,¥��

	$����� �"��,��#
$�.�#	
	Ï��!�	 �v/ ��!�	�
$��������
��k��! <¥ÖÏ�����#
�,¥���b	Ï��Ö#
���,�	'ß+�^�r�
�'Ö)�"!¥����",�,¥��%&������s�

g�g��
����s���
��[�'�b	²��!�Ö)�"��,�%��#����!�	m-x%��x%&��×�
Ï����
�������s���
��(���¼,��#
$%0ß��N%&%��¼����,�%��#���#!�	��(��!�Ö)��

	Ï����!�!����Õ×�
$��v/ �"×:�b�)	$�²����/ �&%�,��#��	+K)	�
$�(��	���%��(��/ ��
��"��
����"� �²%��x���"�&!.%��"
Ï�������Æ%0/ �"!y
"����	�3�����
��(��!.,�
$�"�"
Ï�������¼���(�$�������&��Ú�Ö#���²��×��b�)	Ï��#	$��!�	�,�
$�&!¥Ö)��, ��%��#���#!�	+���'�]�#�"! ���������$�����
���"Ú������(���#!�� ��Ú ���'�Æ34�"
$�Õ��%�����
��'�#ß
Þ²�"��
D< !���
'Ú
�b�Ñ	����#!¥�®- 
������#
ÏÖ)���#
+	$�"��	 �v/ ��×��"
Ï�����"!r���&
$��Ö)	�����
®��� BD�N*�Ú#A¼��
$���b	$�",����M��N@P:Q%� � Ú��5�"���®��� �$���Ö#�#
�	$����! ����������� Ö����5��
Ï�"���'�xÖ#�"�����y*N��!�!�� �
�2���#� P:NG�����m��/ �k,�
$�",������.����3�����
��., ��
�	����5���5*+!����5�6	$��Ú B®��
����

�U! $#1#N@P �����^�k/ �5���"�:
��#!�	(3����&	`����Ö#�"�:
�
$�&
����'�����"
$���#�"!¥�(!��"�:
����"��� �#!��5�6	$���#�5�6	$�������'�#ß �"��
$�#���#
ÏÖ)��� ����3��	G#�"!,�%�� �Æ�"��!��#
Ï��%��+	$�"� �(%����Æ,�
$��34�'�����#� 
$�Æ�����.�)/ ���v���k���#,������(���"!Ë�#!�	�
$�#��-Õ%Û/ �NÝ Ó �)	(	$�"� �Æ%����Æ�"��! �(��� �v�k/ �"!�	��)	$�®���×��"!�Ö)��! �
���&%Ûß
���O
��"� �����"� � ���&	���×��"!�!���%���Ö)	���
$�"ß



������� �	�
��� �
�������	�

� SA=?=J; � S���SP8 � ;NF��

Ô





�

� ��
����#
3AÆ�"
�� ���!���%��ÕØ��5��
�
���%Y�����"ÙÕ-CAÆ�"!�!��'�
*���
$���$��� E:� � Ú�
$�����v/ �+%����kÔ � Ù"Ù � Þm��
$���
S(��%VE Ù � ß � Ù�ß �:�"ß Ø�Ô�ß �
����"�&%VE���n��dp�

s m	�	n
s�����

� 
�o �}m5r
s
A¼��%&��× �6	Ï����
��

�����������

��Ã�Ã�¨�� �"Ö�Ö#�"%��"��
��'�6	���Ö#�&��!�	���<¥����� 44���#!�	����"! � ���#! ; ß
��Ã�Ã¥Ã�� � G)� - A¼��!�	$
$�"%&��Úv����� ����!��'�#Ú�-kÞ²�"%�9�	���ÖÏ� !��������.�)	�-k%Û/ �NÖ#�"%��.Ý`�"
$�5��%�� Ó � ,¥��
����#��
$�"ß%�¥/ ���mÖÏ���"�����²��/ ��!�	��#��
���
%Û/ �¼Ö)�"%�� Ý+��
��5��%�� Ó ��,��#
$�&����
$�"ß
��Ã�Ã¥Ã���� Ò�Ò¥Ò �^��Ö#�#! Ö#�(��������	������5�6	����������344���#!�	����"! S�
��'� � �&��! ; ß2� / ����������
��¥�����
���&!5����%Û/ �¼Ö)�"%��+Ý+��
��5�"%&� Ó ��,��#
$���#��
$�%����5Ö#�"��
Ï�5�
� ��
6��!�	Ï�LEN*+%��"��×�
$��1x4�, ��
 *Õß � ���"�:
��&%�%&� ; Ú[*`! ��%�9��
��1 44, �"
 1 ß+�����#%���! � ; ÚN*`! ��%�9��
��Ö#�"��,�%������H44, �"
�¥��
Ï��� � ; Ú�12!�	��#��
$��	����"!Ë�)	�,�
$�"× �"×��&%��&	����W4�, ��
+�ÆßaA¼�����)	$� ; Ú ���"���������M44,¥��
+*�ß ���"��
"���"� ; ß������	$
������Æ���Æ�5�6	$���#�5�6	$�������'��44���#!�	$�&��!yS�
��'� � ���#! ; ßl�¥/ �"��������
����"�.���#��!Ñ���Æ%Û/ �NÖ)��%&��Ý+��
��5�"%&� Ó ��,��#
$�&����
$�¼%����mÖ#�"��
Ï�������
��"!�	$�yE^*+%��"��×�
$�.1�1 4�, ��
z�Nß�12%&%�� ���&� ; Ú�*`! ��%�9��
��1
1M44,¥��
��Æß � �)	�������% ; Ú S��",��"%��"�"������%��"�#× 
��������x4�, ��
 Þ²ß%�m���"��% ; Ú ���"���)	$
��������"!��#
$�#!�	$�&��%&%��W44, �"
+� ß � ß � ���
	 ; ÚlS(� �#�"
$���(��,���Ö 	$
$�"%&�W4�, ��
[� ß
B`�$#¥� ; Ú����"�:
��#���#!�	m×�
$����!����#!84�, ��
+�¥ß �¼ß

�^�  �"%&% ; � ���"! �(�����"�.��!�ß�V��,������ ��� �5����	�
$����� �
��� �Æ%��5����
$��Ö 	$�&��!k���D*.ß��^���X��%&����!�	��&	���%��C&
Z
���
	`���&��,�%��#���#!�	+Ö)��!�!��7���)(�ß

% �'¦h� Ò�Ò�Ò Þ²�"

	$��Ö#�&,¥�6	����"!k�#!k	Ï��!�	`����/ ��!�	���
�
��#! �"!�	+�"���
	$�"�"� ��� ,�
$�#,¥��
Ï�6	����"!k��� %��5���#%��#���6	����"!Ë34
Ï��!�G������
��-�%0/ �"%�9��yZ,����"���®��!�	���
�! ��	����"! �"%&����� �5�6	$���#�5��	������ ����ß
�¥Ò�Ò¥Ò��¥�¥Ò�Ò�� B`��×���	N����BD�N*�ß
� / ����������
���%����²Ö#�"��
Ï�²�
����
6��!�	$�m-WIx
Ï����9��)	N-WA¼����
��"%&��
��#	�E612!�	$
������¥Ö 	����"!.-®%��®�"���"���)	$
�����"%&���#×�
$�������O44, �"
V� ß � ß � ���b	 ; Ú
A¼�"
$, ��%&��Ö������vÚ6Ö)��
�, �²���Æ!����Õ×�
$����Ú6��ÖÏ�����5�"���#!.�"
$�"��,����²Ö)�����Õ��	Ï�6	��&3��#< !����²�)	m,�%��6	Ï�

4�, ��
 �¥ß � ß�� �"!�	$�"�&!�� ; Ú  
�����,¥�'���#	���%��"��×�
$���v���.�^�&�O44, �"
 � ß'&���%&%��#
 ; Ú � �#,�
$�����#!�	Ï�6	����"!¥�v,�Z2�"�����������+4�, ��
�Þ²ß�A¼��%&���7� ;�Õ�$��! �m�7�������#!�Ú��[�"
����)	$���m�"×¥��%&���#!�! ���)4�, ��
.�¥ß � ß � ���b	'Ú�� ß � ��9�!¥��� �Ñ�)	.�¥ß ��ß"����!�	Ï����!�� ; �Ñ�$��!¥�²���������#!^ÚlS(���#��
�������'�(�������#%����W44,¥��
+� ß�Bx��Ö	���5�"!�! ; � ���"! �(�����"�.��!�ß
% �'¦ � Ò�Ò�� Þm�"

	$��Ö#�&, ��	����"!k�#!Ë	$�"!�	`����/ ���¥��� 	$�#��
+�"���8���"��
$!������(*+
$� 	$�����)	$�������'�+�
� ����
�����%���!�	+Ö)�)	�	����"!�!��#� -M����%�%&��ß

Þm��
�	���Ö)��, ��	����"!G��!G	Ï��!�	 ����/ �&!�	���
�
��#! �"!�	��"� �
	$�"�"������,�
$�#, �"
$��	����"!G����%�� ���#%��#���6	$�&��!�34
Ï��!�G������
��-r%0/ �"%�9��., ���������!�	��#
$! ��	����"! �"%&�������5�6	�� �#�5�6	$�������'�#ß
ÜNÖ#�"%�� �v/ �#	���- � ��
ÏÖ)��%&��!��®���"�¥�(%�������
��'Ö 	$�&��!k��� � ���)(D$ �+* `#1��#P:" �)	`���-A¼��
$���b	$�",����z��N@P:Q%� � ß

�¥Ò�Ò��,�¥�¥Ò�Ò�� ���&!5����BD�N*�ß	�¥/ ����������
���%����mÖ#�"��
Ï�²�
����
6��!�	$�²-zIx
Ï����9�Ú'-zA¼����
��"%&��
��#	��#	N-3�x�&%�%�%&�#	$��! !��#� ����E2A¼�"� �"���"%��"���&�����%��"���
���#!�! � 4�, ��
8� ß � ßN� �"!�	$�"�&!�� ; ÚÆ���)	$���������5,��"� 
 %&�'� Ö#�"
$, ���"%��"× �"��� 4�, ��
CBÑß � ��
�!¥��
Ï��� ; � �$��! � ���������#!^Ú
A¼�����"���"%��"���&�x�)	Ï��%��M4�, ��
+�Æß ���"
$�#% ; Ú A¼�"� �"���"%��"���&�

p
Z2�"���������M44, �"
+�¼ß¥������
Ï��!�� ; � �$��! �Æ�7���"���#!�ßÞm��
�	���Ö)��, ��	����"!Õ��!.	$��!�	[����/ ��� ���&	�����
[���.�"
$�"� ,¥�����Æ	�
Ï��
6����%%& � ��,�,��#%��[����
m%��x	$���#��
����Æ���.-+�����"�

p
Z �����������0/�34��
����'���������%�����
��'�

p
Z2�"�������������)	�
$�#,�
$�����#!�	$��	����"! ��%���Ö#�"%&���.��!�	 ��! �"%�9�	�����������(M��
�����!����
�r, �"
J�^�"��
���!�	�,.!21
1
1#N43#Q%P�Ú

A¼��
$���b	$�",����W��N@P:Q%� ���#	`*+�����'�658747 P�/�ß
�������"��
��k���xBD�N* ���"� �Ñ%��h����
$��Ö 	$�&��!G���JA¼��
$���
	���,���� �ON@P�Q%� �h�&!�	��&	�� %&�U& � ��,�
$�����#!�	$��	����"! �Ñ�"���"���)	$
����������Ñ�����
�����,¥�����  �"%&�����(��×¥�
��%&���v/ ��!�Ö)�"
$, �(%���Ö#��%:(�ß



�'Ù

% ��¦ �¥Ò¥Ò�� Þm��
�	���Ö)��, �6	$�&��!Ñ��!Õ	Ï��!�	[��� �Æ, 
��"34���$�
����
�-®��!��
	$�����Æ���Æ�5��	���������	����������²,��"��
m��%&��
"�'�����Æ%�9�Ö)���(-D�m�#!¥��?"���"ß

����� ��� �

��Ã�Ã�¨ Þ[
$�#�����#
`��Ö#Ö#���$�
�&	(����Ö#�"! Ö#�"��
Ï�Æ�"��!��#
Ï��%v��������	������5�6	�����������ß
� � ��	�
$�&�����®��Ö#Ö)�'�����&	�����Ö#�"! Ö#�"��
Ï�Æ�"��!��#
Ï��%v����Þ[��9��
�������"ßÞm��
�	���Ö)��, ��	����"!Ë�"��� Ix%�9��., ���������(12!�	���
�!¥�6	����"!¥��%����(��������	���������	������5�6	�����������-����"
+���#%vÞN%���	$���#!�*+
$�"��!�	���!��"ß
¸¼����É���É���¤.���¥���v��¤	� �	��S �
� Ú�f�glq�
�Ú
��Ú��
�
��Ú
h�

s�
¸¼����É�����¤�� 34
Ï��!�G�������44%���!�����������	���
�!���%&%�� ; Ú���!���%��"����Ú�!��"	����"! ���v/ ��%�%��#�5��! ��ß¸¼�¥�0¤�����¤�� ,�
$�"���#! ��������Ú��b�#�:�Ë��� 
$� # �7�����"!^ß



� ����� �	��� � �
�������	�

L =M;NFJOP8 7QFJ;�RTSA>

�
�





� � � � � � � � �

��� F?=?: @PS���FJ;(: � BVS @A:<8 B ; � > @A> =J> � OA> = � OA>

� ´Ny y�±mt
s��
����� �
	���
�����
�������������� �!
�"$#!����%&�'�!(��&
)�*�*�+�+�*�+�*�+�+�*�+�*�+�+�*�+�*�+�+�*�*�*�+�*�+�+�*�+�*�+� �-,

.0/1.0/1.3254�687:9�;�4�6<9�4>=$?'6@4A9�4CB:?+D0;FE0GH;FI@JK714A?'B1D';�=�JK7:L-M�4�/>/>/>/C/>/>/C/>/>/>/N/>/>/>/C/>/>/C/>/>/>/C/>/>/C/>/O.FP
.0/1.0/ Q RN4CB�S 71T-IK;FJKUFIN9�4NBV?*B:E-W�?'B1716K? IK71E0TX4FI<9�4>B:?+WFE0GHY�B1;FIK71E'TZ/C/>/>/C/>/>/>/N/>/>/>/C/>/>/C/>/>/>/C/>/>/C/>/O.\[

���V] �
	���
����_^1"�� �!�a`b�����\�!(��&
c�*�+�+�*�+�*�*�*�+�+�*�+�*�+�+�*�+�*�+�+�*�+�*�+�+�*�*�*�+�*�+�+�*�+�*�+� ��d
.0/ Q�/1.32eS 7V9�4�T-IK7fIK;>D0;�E'GH;FI@JK7:L�M�4>9�4F6<4FT�IK714FJK6g/C/>/>/>/C/>/>/>/C/>/>/C/>/>/>/N/>/>/>/C/>/>/C/>/>/>/C/>/>/C/>/O.\h
.0/ Q�/ Q i�JK;�6@4�T-Ij?aIK7:E'T�9�4

Qp
/>/>/C/>/>/>/N/>/>/C/>/>/>/C/>/>/>/C/>/>/C/>/>/>/N/>/>/>/C/>/>/C/>/>/>/C/>/>/C/>/O.\h

.0/ Q�/ k RN4�6@WFJK71Y�IK71E0T
9�4
Qp

/>/>/C/>/>/>/N/>/>/C/>/>/>/C/>/>/>/C/>/>/C/>/>/>/N/>/>/>/C/>/>/C/>/>/>/C/>/>/C/>/O.�l
.0/ Q�/ P 254�684Fm�IK4�T�6@71E'T�6on$T�7:4F6p9�4

Qp
/>/N/>/>/C/>/>/>/C/>/>/>/C/>/>/C/>/>/>/N/>/>/>/C/>/>/C/>/>/>/C/>/>/C/>/O.�q

.0/ Q�/ [ 2&?+W�B1r'IKM�JK4A?'B1D0;F=�JK7:L-M�4A9�4
Qp

/>/N/>/>/C/>/>/>/C/>/>/>/C/>/>/C/>/>/>/N/>/>/>/C/>/>/C/>/>/>/C/>/>/C/>/sQ t
���Vu vC	&��	�w0�X���x�a��ya��#!��"��zw0�{	�|F
�w0�a�&�a"�#o��� ��	�w}�~�&"$#��+�*�+�+�*�+�*�+�+�*�+�*�+�+�*�*�*�+�*�+�+�*�+�*�+� ]5�

.0/ k�/1.��<4�Y�JK;�6@4�T-Ij? IK71E0T�686@7:GHY�B14�689�M�D'JKE0M�Y�4A95S 71T�4FJ@IK714>GHE�9�;FJK;�4�/>/C/>/>/>/N/>/>/>/C/>/>/C/>/>/>/C/>/>/C/>/sQ-.
.0/ k�/ Q �pT�W\? 68Y$? J@IK71W�M�B17:4�Jg/>/>/C/>/>/>/N/>/>/C/>/>/>/C/>/>/>/C/>/>/C/>/>/>/N/>/>/>/C/>/>/C/>/>/>/C/>/>/C/>/sQ'Q
.0/ k�/ k 2eS ;�T�E'T�W�;>D';�T�;FJj? B�/C/>/>/C/>/>/>/N/>/>/C/>/>/>/C/>/>/>/C/>/>/C/>/>/>/N/>/>/>/C/>/>/C/>/>/>/C/>/>/C/>/sQ k
.0/ k�/ P 254�68W\?'68W�E'T�T�M�6���B14�68GH;FIK��E�9�4�6895S ?aI@Ij?0L-M�4�/>/C/>/>/>/C/>/>/C/>/>/>/N/>/>/>/C/>/>/C/>/>/>/C/>/>/C/>/sQaP

� �



��� ���������	��
���
���������
������������	������������ !�"�����#���#
"�$���"�%
&�����

�[/ ��
$�&	������)	$�������x���
	¼,�
$��! Ö)��, ��%��#����!�	¼%0/ �)	$� ���x���`%Û/ �"!�!����"� ���'�N��!�	$�&��
$�N
���%���	��&3��
Z
Ú����®�
��! Ö)�"
$, �¼�����[34
$��Ö 	����"!¥�

Q
34�"
$���+���+Ö)�+�����+%Û/ �"!5��,�,��#%�%���%&�'�m!��"�Ñ×�
$���m
Ï�6	$�&��!�!��#%��²�)	N�����[�7��	��#!¥�
���"! �}< ! �&�'�[�"�5�"%&���#×�
$�������'�m���+Ö)�+���#
$!��&��
�ß

A¼�Ñ	��7��	$�.���.,�
���,¥���
�.���5����Ö#
���
$�Õ��! �����®�Ñ��% 	$�&, %&�'�®���
,���Ö)	$�����5Ö)�#	
	$�Ñ�#	�� ����Úv�)	��v/ �#!���! Ö)��
x� !h
$������%&	$�6	��#!¥Ö)�"
$�Ö#�"!��b�'Ö 	�� 
$�"%�,��#
$���)	�	$��!�	`���W
��"��
���� �#%�%&���"��!�
$������ÖÏ���������Æ�"!��6	�	���! �k�)	+�#!������"�^�#%�%&�'���
��!�	���!�	��#
$���$�$��!�	��'�#ß
A¼� 	$����	��ÕÖ#�"�����#! Ö#�Õ����! Ö�, ��
`3�����
������ 	�
$���`×�
��#3���
Ï��,�,��#%��`����
+%��5�"���"���)	$
���� ��%��"��×�
�������� �)	x%��5%���Ö#�"%&������	����"!���������#×��"�¥ÖÏ���#!�	²! �6	$��
���%&%��#����!�	m����
�%��+, 
��'�
��!�	Ï�6	$�&��!Õ���

Qp
�#	²���Æ����������	���! ���&��! �#ß'12%�!��"�¥�^3��"� ��
Ï�`�"� ������Ö)�"!¥����Ö)
$�#
������%������'�+, �"�"���`-5%0/ �)	$� ���.�����`�"
$�"��,����+���  ��%��"���`���ÕÖ)�'�+����	$�#! ���&��! �`Ö���
+��%²�#/ ����� 	3
�
Ï�������#!�	`���Õ%Û/ �"×��b�#	x�
����,�%��-Ñ�5��!���,���%��#
+���������#	����#!�	+�#! �"
$�.�����#!�	(��/ ��!�34�"
$�5�6	$�&��! �#ß Ix!k�
��
$�.��%��"
Ï�Æ�#!k��������
�� ��� Ö#�"! Ö#%&��
$�®�#!k�#!���!�G#�"!�	(%��
$������%&	$�6	+����!�	(��!k�����X�
-�, ��
$%��®�#	+�������"! !��#
+������%�������
6������������������� %��Õ3��
G)��!k����!�	(��!Ë,��#��	`%0/ �6	�	$����� �#
'ß

')(*' +-,/. ��� ���10)2�35462 � � � �87)9:0)2�;�� �	< ���
�>=��>=
� ?��^³ tA@+�^�^³B@+�DCx±²³���@+� w
±«°[��´NyÅ�v{�s t
�?±mwb°N�EC`s t��(q+�

A¼�"�����`���"!�!���� %Û/ ��! ���������"Ú�%������#���.�#	�
$���������"%&���#×�
$���������'���$���������`����!�!���
[��! ���#! �N�"�#�����)	�
$����� �(-���!5�"×��b�#	,�� 
����.��!�	Õ��%��"�#× 
��������"Úv,�
$��Ö#�����#����!�	Õ�"���r�"!�!��'�����vß �N/ �����#� Ö#�"! �����b	$�5,�%&�¥���"� ���"��! ��Ú��)	Ï��!�	Ñ����!�!��5��!��"!�!��'���
A
Ú����y
��"��


A
Ö)�����.�.%Û/ �"!�!����"�h���'�®,¥��%�9�!:?��.�'�x����
���! Ö)��

	Ï����!{&x�"×��b�#	®���#���.�#	�
$�������)(�ß � ���#!h�#!�	���! ����Úv,��"��
%Û/ ��! �
	$�"!�	�Ö)��%��Ë!�/ � , ���`��
$�"! �����#! � E��&%²
$���
	��.�#! Ö#�"
$�Ñ-Ë����< ! �&
�&x�"×��b�#	®���#���.�#	�
$�������)(��)	��yK���� &®��! !����"�h���'�,��"%�9�!:?"�����Y(5,¥��
ÏÖ)�x����������%Û/ �"!Ë�$���&	�Ö)����� �®���"!�	¼%����Æ,��"%�9�!:?"�����(-.Ö)����� Ö#�&��!�	Ï�¼� ��! �

R
Ú
C
�"�Ë�yK����x!�/ ���.,��"
�	��������%+��!�!��'����Ú²��! !����$���&	5, �"�!F�GIHKJMLNHKJ.Ö)������/ �'�b	5%Û/ �"!�!��'���f������,��"%�9�!:?"������- Ö)���7�5Ö#�&��!�	$������!¥����! &��"×��b�#	���#�"���#	�
$�������](�Ú�	59�,������ �#���#!�	+��!�����, ��Ö)�x	��",��"%��"����������ß

Ý+��� �x!�/ �"%&%��"!¥��, �"�x��Ö)�����)	$�"�&%�%��#
x	��"��	����`%&�'�xÖ#�"! �
	�
$� Ö)	����"! ��,��#
$���)	�	$��!�	����ÑÖ#�"! Ö#
��#	����
��
+%�� ÖÏ��������,�
$��Ö#������!�	$�Ö���
N��%&%����¼!��x
���!�	$
���!�	¼, ���¼���"! �[%���Ö#�"��
��`���®Ö#�)	¼�7��,¥���
��ß�Ý`�"� �Æ��%�%&��! �[, %&��	\?�	(,�
$�����#!�	���
N��!Ë�����#��,�%��x������,¥��
����#	�������Ñ3��"�&
$�.��!��������#���&!�	$��� 	$��
��5����%��k�
�&	��¥�6	����"!^Úv,������ ��,�,�%������ �#
 Ö)�#	��7���#��,�%���-Ë%Û/ �"
��&	������#	������ �"Ú�Ö�/ ���
	XZ2-�Z2����
��.-%Û/ �"!�!��'���
Z
ß

Bx�"! Ö"Ú�,��"� 
ÆÖ#�"�����#! Ö#�#
'Ú"�"!Ë
�����,�%���Ö)�
Z
, ��


C [u]
Ú�%0/ ��! !����"� �����¼,��"%�9�!�?"�����Æ-���! �D
6��
$����×�%��`-ÕÖ#����� Ö)���#!�	$�Ö#�"��,�%���������ß2BÑ/ ��,�
$���(Ö)� �����v�Ñ�)	�� ���&	�,�
$��Ö)�'���#�����#!�	'Ú���%v!�/ ���
	�, �"�(����
�, 
���! ��!�	Æ��/ �",�,�
$�#! ��
$�x������%Û/ &+�"×��b�#	��"�#�	Z���)	$
��������)(��"�$�
��Ö#�&��- Ö#�)	���!�!��'�������
	x%��5��
$�"�&	��ÕÖ#�"��,�%������"Ú

C
���"! Ö"ß Bx�Õ%��5�MK#��� 3��
G)�"!^Ú¥���^�"!���
6�"� 	xÖÏ� �"���
�^���Ö#�"! �������#
$�#


C [u, v]
Ú�%Û/ �"!�!��'��� ������,��"%�9�!:?"��������! ���#���T
6��
$���"×�%&�'��-kÖ#����� Ö)���#!�	$�ÕÖ)�"��,�%������'�#Ú�%Û/ &®��×��b�)	����#�"���7Z	$
��������](k��������Ö)���®�"��
$�"� 	��#	�� %��®, %��"!�Ö#�"��,�%������"Ú�Ö"/ �'�b	�Z -lZ ���&
$�

C2 ß���"���m
$���
	���! �m��
"�'ÖÆ%�����
���� 	$�(Ö#�"��,�%��������)	Æ���"! Ö���
���ÖÆ%Û/ �"!�!����"�
C [u]

ß2A¼�`����/ ��%����
	N���.,��"
�	$�"!�	N����
����5��
Ï��� �#
'ÚÖ"/ �'�b	¼�����®Ö)�®����Ö)	����"!�!¥����
��`�����`!��"� �¼!�/ ��
"��! �[�����`,��#�Ë���)	Ï����%&%��`�'�b	(Ö)�"��, ��	���×�%��`��
"�'Ö(%&�'�N�7��	$�#! �����"! ��ß����"����Ú����5�
-�Ú�7��	$�#! �����"!����`�����"�PODIx!�!�/ �®	������b�"��
Ï�m, ���[���+Ö#�"
$, �m,��"��
[%Û/ �&! �
	$�"!�	�ßl�[!�3��"� 	'Ú"%��`Ö)��
�,¥�m��� ��%0/ �"! 
6� Ö)��! ��������
���
²���
	%��¼Ö#�"
$, �������^34
$��Ö 	����"!¥�����
C [u]

Ú6Ö"/ �'�b	�Z -lZ ����
$�
C (u)

Ú�%��(Ö)�"
$, ��������34
Ï�"Ö 	$�&��! ��
$��	����"!�!���%&%�����-`Ö#���7� Ö)���#!�	$��Ö)���., %&�7���'�#Ú�#	mÖ#�¼� !Ñ,��#�5���(%��`�MK#���Æ3��	G#�"!.���^/ ��!.�"
��&	������#	������ �
Q
���
	²%���Ö)��
�, �²���'��34
$��Ö 	����"!¥�����

Z
ß � ���#!.�7
������#�����#!�	�Ú�Ö#�#%��!��®�
�x�"��!��#
Ï��%�������, ���¼����
$��Ö 	$�#���#!�	(- 	�����	��'�N%����Æ��� 	$� �6	$�&��! �3E���%¥3��"��	���� ���"��! �¼�
��, ,¥���
��
Æ�����x%0/ ��!�! �����ËÖ)�"!¥�
�����#
$��'�b	Æ�&!�	����"
$�"Ú��)	(�yK����`��!Ë,¥��� ,�%�� �Æ,¥����
Æ�����x%&�'�¼ÖÏ� �������N���`,¥�"�$�
��!�	ÆÖ)�"
$
$��Ö 	$�#���#!�	'Ú"�5�����N! �"� �¼!�/ ��%�%&��! �[, ���N! �"!,�%�� �(��!�	$
���
+����!¥��Ö)�������)	$�"�&%���ß

A¼�"!¥�
�����#
$�"!¥�5�5����!�	$�#! �"!�	
K

��!����7��	��#!¥�
���"! �������"! �M<¥!��&�r���
C (u)

ß > , �"

	$�&
 ��� Ö)��%�� ÚN�"!d,��#��	Ë�#!f3��"� 	Ö#�"! �
	�
$����
��[� !Õ!����:
"��%��"!�!����"��Ú���� �����#
Ï�+��! Ö)%�� ������!¥�
K
Ú����"!�	�%��ÆÖ#�"
$, �^������34
$��Ö 	$�&��! �^���#
Ï�

K
�)	m��� ��Ö#�"
$
��'�
,��"! ��
$����"
Ï��%��#����!�	Õ-�%Û/ ����	���! �
���"!

K/C (u)
�5�����W
����Ë�����., %&���.��!�	Ñ�
� 


C [u]
ß�Þ[%&�¥�Õ,�
$��Ö#�����#����!�	'Ú^��!���%�������< !��&	����"!������
��"!�	��ME

¬k¦RQ����4�'�����G�TS��TS��TS��TS)U�V HXWYGTHXW VTZ5[ W:\ V L^]_F^]`JML V \ Z W [ F)\KJa]`bcF^]`JML V GTHedefgd Z W V ]YWih�j V d [ d	klW V ]
x ∈ K W:\K] Z Ja]N�#!�	$�&��
\KbmH

C [u]
\mn J [ WXo�Jp\K]YW5b V GqL [srNVTt k�W

P
��! � 	Ï����
��vu�fgLiWMwxf:JMW V ]`\ Z F V \

C [u] y d	HKJ z{F V ] P (x) = 0
h�|�W [ F�HeW y JMW V ]"W V} F^Ja]%\KJak�G [ W	k�W V ]�u Z W:klF VIZ W	H�~	bcW [ W�GcL [srNVIt klW5k�J V JaklF [�Z W

x
\KbmH

C (u)
\	LNJa]�u�fgL*W`wxf:JMW V ] Z F V \

C [u]
hU�V�Z d`z V Ja]{z V F [ W	klW V ] [ n ��! !����"�f�������#!�	$�&��
$� Z W [ n WXo�]YW V \gJML V

K/C (u)
fgL^k�klW [ n W V \	W	k�� [ W Z W:\�d [ d	klW V ]M\

x ∈ K W V ]`JMW	Hg\"\KbmH
C [u] � Z L V ]%J [ } F^bm] y d:HKJ z�W:H%GqF^H)FNJ [a[ W	bmHg\&~	b�n J [ } LNHKklW5�	JMW V b V F VcV WgF^bP�^h U�Vv[ W V L^]_W�\:L^b y W V ]

OK
h




�� 
��B� �D�%�)� �$� ��� �� � ��
��Y�#��� ����� 
��	��� � � �

Ix!k,¥����	`
$���������#
(%������ 	$� �6	$�&��!�, ��
�%�� �����"�"
Ï�������®������
6��!�	zE

OK K

C [u]

n

C (u)

n

Ix!��.�"%&��
$�Æ,�%�� ���&����
Ï�(,�
���,�
$�&�#	����Æ��!�	��#
$���$�$��!�	��'�¼����
+Ö)�#	+��!�!��'���������(��!�	����#
Ï� OK Ú�!���	Ï�������#!�	�%&��3��"� 	+���������
n
���������"!��(%��+���#��
�������%Û/ �7��	��#!¥�
���"!

K/C (u)
Ú OK ���
	[�#!�3����&	[��!

C [u]
ZÛ��������%���%&��×�
$�����`�������#! ���&��!

n
�#����%��#���#!�	�ß

���"����,�
$�#!���! ���#! Ö#�"
$�¼� !Ñ�7������,�%&��ß6Þ[
$�#!���! ��	�����	[�v/ �"×¥��
$�
K = C (u, v)

������Ö#�#
�	��'��!^/ �'�b	[, ������!��(����	���! ���&��!
< ! �&� ���

C (u)
���"����Ö#�#%��.!�/ ��,¥�"�(,��"��
�%Û/ ��! �
	$�"!�	+�v/ ���.,��"
�	$�"! Ö)��ß Ix!�!���,¥����	`, ���Æ� ��! �+Ö#� Ö#�"������< !���
�%Û/ �"!�!����"����'�(�#!�	����#
Ï��Ú����"���(��%��'�b	���Ö)�v	$�"��	`-Ñ3����&	+%��#�"�&	������ ����Ö)��! �
������
���
(����/ ��%^�#/ �����#!�	���< � -

C [u, v]
ß

�N�$����9��"! �����"�&!�	$�#! �"!�	.��� Ö)����,�
���! ��
$� %��L
������&��! �"���"���)	$
��������"ß �N/ & �"×��b�#	Õ�"���"���)	$
��������3( �"�$����Ö#�&� -
C [u]�'�b	'Ú�Ö#�"�����x��! %0/ �Õ���5�
-.��� 	'Ú�%��.��
$�"�&	��xÖ#�"��,�%������

C
ß�Ü[����%��#���#!�	'Ú�%Û/ &+�"×��b�#	¼���#�"���#	�
$�������](5�"�$�
��Ö#�&�®-

C [u, v]
�'�b	%���,�%��"! Ö)�"��,�%������

C2 ß#�[/ ����	���! �
���"!^Úv�#%�%&��Ú����
	 �#! �"��	$
��5����!�!����.,¥��
 ��!�� �",�,�%���Ö��6	$�&��!
C (u) → C (u, v)

ß � ���#!��!�	$�#! ����Ú���%��)	$�"� 	²�
��� �XZÛ��!�	$�#! ��� ,�
��'Ö)�'���#�����#!�	������ÆÖ)�#%�%���Z2Ö)�"�#	$�"� 	�%0/ �&!¥Ö)%�� �
���"!ÑÖ#��! �"!��������"ß�A¼�¼����/ �&%����
	�����,¥��

	Ï��!�	���+Ö#�"! �
	$��	���
�Ú�Ö"/ �'�b	N����/ - Ö)�#	
	��`�&! Ö#%&�¥�
���"!5Ö)��
�
$����,��"! �Ñ��!��+�",�,�%���Ö��6	����"!���!�	$
���%����[�"×��b�#	$�m���#�"���#	�
$�������'�]E���Ö#�0Ú�Ö�/ ���
	,�
$��Ö#�����#����!�	m%���,�
$�#���&��
���, 
��	�b��Ö 	$�&��!
ϕ : C2 → C

ß�Þ�����
Ï��� �"��Ö)��%��{O�Þm��
ÏÖ)�+�����+����%Û/ ��!5,�
���! �
P ∈ C [u]

�)	Æ���^/ ��!%��ÕÖ)����,¥���
��,¥��

ϕ
Ú�Ö�/ ���
	XZ2-�Z2����
�������/ �"!�%����²�"�$�
��Ö#�&� %��Õ,��"%�9�!:?"���

P̃ (u, v) = P ◦ ϕ (u, v) = P (u)
Ú��"!�
$�)	�
$�"��
"�,�
$��Ö#�����#����!�	(%Û/ ��! Ö)%�� ���&��!�Ö#��! �"!�������� ��� ������< ! ���$���"� 	�%Û/ �7��	��#!¥�
���"!�����!�	���!Ë�#	$���&	+, �"

	$�0ß

�N�$����9��"! �Æ�5����!�	���! ��!�	`����3��"�&
$��%����MK#����ÖÏ�����
� ����
���!��������., %&���������'�b	+� !�� ����	���! ���&��!8<¥!��&��ß�Þ[
$�#!���! �(, �"
�7������,�%&�
C (
√
u)

���������
	Æ×����#! ��!��®����	���! �
���"!Ë���
C (u)

Ú�%�-��#!¥Ö)�"
$�`��! ��	$�&%����$��!�	(%0/ ��! Ö)%�� ���&��! Ö#�"!��"!��������"ß�Ix! ,��#��	��! Ö)��
�� ���)	���
�����!��#
�%Û/ �"!�!��'���G���'�.�#!�	����#
Ï�Ñ� ��! ��Ö)��Ö#���Õ�#	y
��"��
.����/ ��%(��/ ������!�	���< �k-
C [
√
u]
ß²Þ²�"��
5Ö#�"��,�
$�#! ��
$�������%.&+��×��b�)	��"���"���)	$
���������(Ë��!8
6���"�$�
��Ö#�&��
Æ-�Ö)�#	`��!�! �����^Ú���%��'�b	�!��'Ö)���$�$����
��������������=< ��
���!�,¥���k���"!k��Ö#
��&	�� 
���ß*+�b�"��	$�#
 √

u
ÚvÖ�/ ���
	��l�b�"��	$�#
x��!��.!��"�:
��#%�%&� 
6��
$���"×�%&�

v
�#	®����,¥���
��
 ��� �ÑÖ)��%&%���Z2Ö)�Y
��#
$�=< �

v2 = u
ß�*`��	�
$�#����!�	 ���&	�Ú

C [
√
u]

!�/ ���
	[����	$
���������%��(�����"	����#!�	
C [u, v] /

(
v2 − u

) ß"12%��#/ ����� 	[����! Ö(���(	�
$�"�:
��#
²��!���,¥��
�	����(���
C2 ����
m%��"������%&%��%�����,��"%�9�!�?"�����m���"!�	m����< ! �&�'�[- (

v2 − u
) ,�
$����Ú�Ö�/ ���
	XZ2-�Z2����
��Æ�
��
m%��"������%&%��(���b�"��	��#
²���Ñ��!�%&��
"��
 (

v2 − u
) !��(�������=<¥�
$�&��!�Ú�Ö�/ ���
	XZ2-�Z2����
�������
�%��������#%�%&� (

v2 − u
) ���
	+!���%0ß Ix!�,�
$�#!¥�Ë����! Ö®%���,¥��
�	����yE

A =
{
(u, v) ∈ C2

∣∣ v2 = u
}

12%��#/ ����� 	��v/ � !��¼,¥��
Ï��×��"%��[�)	m���Æ%��`�yK����[3��	G#�"!Õ�����¼	�����	m-+%Û/ ������
$�N%Û/ �",�,�%���Ö��6	����"!Ñ���
A
����!¥�

C
������Ö)��
�
$����,¥��! �-.!��"	�
$�®�7��	��#!¥�
���"!k���
	��#! Ö#�"
$�®%��.,�
$�#���&��
���,�
$�l�b�'Ö 	$�&��!�ß

� �'Ö#��, � 	$��%&��! ����
"�'Ö`%������'�����&!�������
6�"!�	zE

��

C [
√
u] C (

√
u)

C [u]

OO

C (u)

OO

�>=��>=�
 �d�Mw	
�t
µ¼{���s���{�@`� wb± w
´(u�±mw�t
³�±�{�t
´Nµ ��{ @+� wb±�u�´Ny��xwb��{�t
´Nµ
Ix!h�"�&����
$�"� 	 ����
������T
��h��� �����$���&!h,�
��'Ö)�'���#!�	������Ñ%Û/ ����	���! �
���"!

C (
√
u) /C (u)

!��5���.Ö#�"��,¥��

	$�Ñ,¥�"������%���MK#���Õ3��	G)��!��#!
0
����/ ����%&%��#��
Ï��ß¥���"���®���&	®Ö)�����.�yG#� Ú�Ö#�)	
	$�Õ,�� 
$���
�Ñ!�/ � , �"�x���Ñ���#!¥�#ß%Ax/ �'�b	 Ö)�.��� �Õ!���� �`�"%&%��"! �,�%�� �(���k�����&! �(, 
��'Ö)���
��
(� ��! ��Ö#� , ��
Ï����
$�",����"ß



� � ���������	��
���
���������
������������	������������ !�"�����#���#
"�$���"�%
&�����

Ý+�"	���! ����� �.%Û/ �"! �����.��
$�"� 	®��!��5���'��Ö#
���,�	����"!r%���Ö���%��.Ö#�#
�	��'�#Ú��5��������� �$�
�²,�� 
����.��!�	 �"%&���#×�
$����� �Õ,������$��� �.%Û/ �"!�"�&���#
Ï���&	[%Û/ �",�,�%���������
¼��! �
� � 	$�`-�%Û/ �"
��&	�� �.�#	��������"Ú�Ö�/ ���
	XZ2-�Z2����
��+-
Z
�#	

Q
ß:Ix!5!�/ �Ñ���"!¥Ö�,�%�� �N%��xÖÏ� �"���.�5����!�	���! ��!�	�Ú��%@
6�Ñ! �"� �¼3���%�%��"��
Æ, 
��'Ö)���
��
(������%�������,��#��Ö)���.����!�	���!kÖ#�"! �
	�
$���&	Æ%Û/ &`�"×:�b�)	��"���"���)	$
���������(k�"�$����Ö#�&�®-.��!k�"!�!��'�������!�!���ß A¼� 	$�"! �(,��"��
xÖ)�#%��.%&�®	$���#��
����.� ������
��"!�	�E

� ��¦�� ������� �TS��TS��ES��TS�� WK\ J Z deF^b oBklF	o�JaklFNb o Z W
C [u]

\	L V ]�WeoRF�f:]YW	k�W V ]�feW	b o W V�� W VTZ HedK\�GcFNH [ W:\�d [ d	klW V ]M\
(u− x) L�� x GqF^HXfgLNbmHK] C

h
A¼�Ñ	������"
$�#���Õ���&	����²%0/ �"! ,¥����	®
$�#����
Ï���#
`%��k��
$�"�&	��ÕÖ#�"��,�%������Õ!���! , ���xÖ#�"�����Õ��!h�#! ���#�Ñ×�%��Ñ���.Ö)�"��,�%������'�

�b� �
	������#!�	�Ú��5�����`,�%���	\?�	 Ö)�"��������!h�#! ���#�Ñ×�%��Ñ�v/ ���������:�k�5�������5���������Ñ%0/ ��!�! �����
C (u)

ß�Þ[%�� �x,�
$��Ö)�����#���#!�	®�"�%��&��� ���Ñ, ��
$%&��
x���hÖ)�"��,�%������
x
Ú��&%m��/ �"�"�&	x���Õ,¥��
$%&��
x���Ñ%0/ ��������%��#! �"�#!¥��
��Õ, ��


(u− x) 4����������
	x�5�������5��% ; Ú����"���Ö#�#%��5!��.�.������< �Ñ�"����
���%����®ÖÏ�����
�'��< ! �"%&�����#!�	�ß A¼�)	�	��.����< ! � 	$�&��!h���Õ�"��!��#
Ï��%����
� ��!�3����&	x, %&� �x�"� �.���&!¥�#Ú��)	 ����!¥����k×��"!�!��'�5Ö)��! ���&	����"! ��Ú²�"! ,¥����	 Ö)�"!¥�
�����#
$�#
�������%0/ &���×��b�)	��"���"���)	$
��������D( �"�$�
��Ö)���Ë-r��!f��! !����"�G���
	��#! 3����&	%Û/ ��! ���#�Õ× %&�Õ���ÑÖ)�'�`�����'�������5�����&�5�"���	�'ß � ���#!���
����������.��!�	�Ú��&%�3�����	��#!¥Ö)�"
$�����7< !���
x%�� ���#�"���#	�
$�&������
�Ö)�)	®�"×��b�#	�5�����(!���� �(!�/ ��%�%&��! �(, �"�(%��®3�����
���ß
Ix!5�������#
Ï���&	[���"�&!�	$�#! �"!�	m3��"�&
$��%�� ÖÏ���������
����
6��!�	���ß2Ix! Ö)��! ��������
��(��! Ö#�"��,�%������

x
�"� ����%Û/ ��!�,�
��#34�#
$����!5�������"%�5�������5��%����

C (u)
�)	m��!Ñ�������#
Ï���&	²Ö#�"! �
	�
$����
��Æ-®, ��
�	���
����(Ö#�#%���Ú��"!.!����:
"��%��"!�!��'���Ñ���"!�	�%Û/ &N��×��b�)	²�"���"���)	$
��������V(��������Ö)���²���#
Ï���&	v%&�¼�
����%",��"��!�	

x
ßlIx!��"�&����
$�"� 	v�#! ����	�
$�[�����N����%Û/ ��!®,¥��
�	��v/ ��!��m����	$�#! ���&��!����

C (t)
Ú#Ö)��%&%���Z2Ö)�634����
$!����$�����! �M&+����	���! �
���"!y( ��� Ö)�®!����:
"�'��� ��! !����"��Ú����"!�	(%0/ &���×��b�)	(�"���"���)	$
�������� (Ë�"�$�
��Ö)���`���"�&	Æ�7���"Ö 	$�#���#!�	(%0/ �#!¥�
���Õ×�%�����'�(,¥���&!�	Ï����� �^�
��,�
$�l�b�#	
	$�#!�	`�
� 


x
ß

�+! �����"%���	$�&��! ,��"��
���
$
$��
��#
¼-MG��Õ�'�b	��v/ �#%��&����!��#
(	$�"� �Æ%����(�������"��� �5�����&�5�"��� ���
C [u]

��� !��#
$�#!�	$�����
(u− x) ßA¼��%��k�
�.3��"� 	���!h��!�
"�#
Ï�$��!�	`34��
����#%�%��#���#!�	�	���� ��%&�'���#%��#���#!�	Ï� ��� �m!�/ �",�, �"

	$�&��!�!��#!�	 , ���®-k%Û/ �����'��%m�#! �"�#!¥��
��., �"


(u− x) ß Ix!�,����������"! ÖyE

C [u]x =

{
P

Q

∣∣∣∣ (u− x) ! ������
����
� , ���
Q

}

A¼�®!��"�:
��#%v��! !����"�Ë��/ �",�,¥��%&%��®! �6	$��
���%&%��#����!�	(%�� [ L*fgF [ Jp\:dÕ���
C [u]

�#! %Û/ �����'��%��5�����&�5�"%���!��"��! ��
$�x,¥��

(u− x)�#	(
$�#,��"!¥�Ë× �&��!k-�%������ ���
	����"!���� �®%Û/ �"!��
��,����$���&	�ß

���"����Ö#�#%��k!��5!��"�¥� �
����	Õ,¥�"��Úv,�
���! Ö#�&, �"%&�����#!�	ÕÖ#�"
 %0/ �)	$� ��� ���'�C&®����	���! ���&��! �.(r��� Ö)�#	Õ��!�! �����r
$�#,������.��!���#!���
$�"%�,�
���! Ö#�&, �"%&�����#!�	N�
� 
N%Û/ �#	�� ���x���+%Û/ �7��	$�#! �����"!5Ö)��
�
$����,¥��! ���"!�	$����� Ö)��
�, �N�����[34
$��Ö 	����"!¥�m�)	N��!�,¥����	 
��#
$�=< ��
3���Ö)��%&���.��!�	Ñ����� %�� Ö)��
�, �Õ������34
$��Ö 	����"!¥� !�/ ��, �"�ÑÖÏ� ��! �"�"ß#B`��! Ö�Ú���,�
$������
��"��
 [ LifeF [ Jp\	d)Ú²��%.
6��3��"%&%��"��
 fgLNk�G [ d:]YW:H ß
�N/ �����#�.���������ÑÖ��"ÖÏ���.���#
$
$�&��
���%��Õ, 
���Ö)�'���Ñ���ÑÖ)����,�%&�#	����"!��'�b	®�#! 3����&	®�"�$���7�Ñ�����., %&��ß@A¼���.���Õ	��"��	�- %0/ ���#� 
��Ñ�"!�.
Ï���b�"��	���34�"
$���#%�%&�����#!�	+�����`�&!�
"��
$����×�%&�'�#Ú���%���/ �"�"�&	����"�&!�	$�#! �"!�	`����
$�l�b�"��	$�#
(%Û/ ��%&���.��!�	 √

u
Ú �5�"���+���#� %&���.��!�	`���

&�
��"���
��! �����.(5���
x ∈ C?

Ú����`���"
�	��`����/ �&%�!�/ ��,�,¥��
Ï���������(,�%&�¥�N%��"
Ï�������`%0/ �"!5
$�#����
Ï����%0/ ����	$�#! ���&��! ���`! ��	�
$�+!����:
"�'���Ö#�"
$, �#Úv�#	ÑÖ)�5,��"� 
Õ%���×¥��!�!�� 
Ï�����
��!r����/ ��%+9h�#	$�"� 	Ñ���5�
-���
6��!�	�ßYA¼�#%���,¥����
�%Û/ ��! �
	$��!�	Õ!^/ ��, ��� �"
Ï��!¥�r���#!¥� �5�����

���9"�"!¥�¼Ö#�"�����#!�	��"!k,�
���Ö#������ß

�+! ×��"! ����9��#! ��� ��/ ��! �
��

	$�&
Õ� ��! ��Ö#� Ö#��� ���
	Ñ���ËÖ)�"!¥�
�����#
$�#
 ! �"! ,�%�� ��%Û/ �"!�!��'��� �����Õ,¥��%�9�!:?�������-���! �

6��
$����×�%��[-+Ö)���7�5Ö#�&��!�	$�^� ��! �

C
Ú#�5�����^Ö#�#%����������^���#
$�����v34��
�����%&%�����ß Ix!�
$�#�5��
Ï�����#
Ï�(����/ �"�&!¥�
���"!�����! �"��	$
��[
Ï���b����	���
%����x�&!�
��#
Ï�
�'�x�����²!���� �®���"! ��� �����#!�	x	��"��	�-Ë%0/ ������
���ß Ix!hÖ)��! �
	$�6	$�#
Ï� �v/ ����%&%��#� 
$�®�����.Ö#�#%�� 
$�7
����#!�	x�7���"Ö 	$�#���#!�	 -
Ï���b����	���
¼%��.34�"! Ö)	����"! 1

u

�"� &D
"��������! ������(Ë���
x 6= 0

ß
�^����� 	$� �6	$�&��!Ñ�'�b	N���"! ÖÆ�5����!�	��#!¥��!�	[���7
��#!����(%���������
��"!�	��"ß
Ix!., �"

	[���

C [[u]]
Ú6%Û/ �"!�!��'���������[���#
$������34�"
$���#%�%&�'�m-Ö#���7� Ö)���#!�	$�Æ����!¥�

C
Ú���! Ö)��! �
������
��®�
��! Ö)��
�, �Æ���'�N34
Ï�"Ö)	����"! �

C ((u))
ß��N/ �7��	��#!¥�
���"!k��� ��Ö#�"
$
��'�
,��"!¥�5-

C (
√
u)

���
	
C ((
√
u))

���Ë��! Ö)��
��
C ((u, v)) /

(
v2 − u

) ß Ix!�!���
��"�&	(,��#��	XZtK)	�
$� , ���(�#! Ö#�"
$�`	$
��'�(×��&��!�%0/ �&!�	$�#
\K)	`��� Ö)��! ��������
���
Ö#���(�"×:�b�)	$�+,�%&�¥���"
$����Ú�!���,��"��
Ï�����"����/ �"�&%�%&����
Ï�+Ö)��Ö#�"
$, �(!���Ö)��!�	����#!�	)
�
$�"�&���#!�	+����/ ��!�� ��!�34�"
$�5�6	����"!�%���Ö#��%����5�����Ö#�#%�� 
6������
"�#! �&
+Ö#%��"�&
���
"�'Ö`%���	�� �#�"
$�#��� ������
6�"!�	WE

���
���������� ������������������
 ��!#"�����$���$���!#�����&%�
 $(')%*��!������+!#�-, !���$�!�.#/���!0��!�$(�����1
 2*34.)
53*��.)
 26387�.)
 ��$9%���2*��: �(�-, !���$�!�.#/���!0��!�$(�����1
 2*3

%��+!1.;��!��+$<%=��2*�9>?����.;!��@"�!0A62*!B�-, ���4
 %�%C!�����!B��!�D-E6FHGJILK�FM��!B�-, 
 ���*!J
 28N




�� �c�B� �D�%�)� ��� �$
��	���� � ���	��� � �6Ô

� ��¦�� ������� � S0� S � S ���bÍ ����¤'���^¢��NS�� L^bm]_W�WXo�]YW V \KJML V z V JMW Z W
C ((u))

W:\K] Z W [ F } L^HKk�W
C (( n
√
u))

L��
n
WK\K]�]YLNbm]\KJak�G [ W	k�W V ] Z W [ n Weo�]_W V \KJML V fgL V \KJ Z d:HXdgWih

Ó ��
(!��"	�
$�x�7���#��,�%��"Ú��
�v%Û/ �"! 
$�#����
Ï���`�"��Z �����$�
� �Æ���
0
Ú�%Û/ �7��	��#!¥�
���"!Ë���
	(Ö#�"�����x��!C
��&��!�	����x%���
"�"��


C ((
√
u))

ÚÖ#���������
���"!���< � ����/ ���������$�
�¥�����
0
���#���kÖ)�"� 
�×�������� Ö)
$�"���
��!�	'ß�*+��%&%��#� 
$��Ú�%0/ ����	$�#! ���&��!Ë!^/ �"��
$�"� 	�, ���(�)	$� ��!�Ö)�"
$, ��Ú��%&%�� ����
Ï���&	 �)	$�

C ((u)) × C ((u))
Ú^Ö#� ��� �N�
���"! �=< �5× �&��! ����/ ��%+9h���������rÖ#�"��
$×������5����������/ �#%�%&�'� !�� ��� Ö)
$�"���
��!�	, ���#ß�Þ[%�� �����#!���
$�"%&�����#!�	�Ú����^����Z2���'����� �(�v/ ��!�,¥���&!�	�%0/ ����	$�#! ���&��!Ë�'�b	

C (( n1
√
u))× . . .×C (( nk

√
u))

Ú�Ö)��%��y
"��� ��
Ï�����
$�x����/ �"! �"��
$����! , �������)	(���
n1

Ö)����
�×����¼�����v�
�®Ö)
$�"���
��!�	¼�#! � ! ,��"��!�	'Ú�, �����Æ��! , �"�����#	(���
n2

Ö#�"��
$×����N�����v���Ö#
��������#!�	(�#!���!�����	$
���,��"��!�	+�#	`����! ���������
� � 	$�"ß
Ý+�"	���
]< ! ��%��#����!�	������ Ö)�'Ö)�v!�/ ����
Ï���&	(, �"�Æ�5��
ÏÖÏ������� �$�
��×����#!�����%0/ �"!���
6���&	Æ
$�#��,�%��"Ö#�

C
, ��


R
, �"
������#��,�%��"ß

�[!.� !��)	'Ú
C ((t))

���
	²�"� ��������!��(����	$�#! ���&��!z< ! �&�(���
R ((t))

�#	�,��"� 

	Ï��!�	�!^/ ��!�	$
��(, ���²����! ��%��ÆÖ��"��
$�Æ,�
��'Ö)�'���#!�	�ß���-�Ú%Û/ ��
�
$�#� 
�!�/ �'�b	x, �"�+���=� Ö)��%��Õ- Ö)��
�
$���"�#
(,�� ���$����/ ��%�������	x�v/ ����	��"
$���
��

R
�#	

C
ß Þ[%�� �x�"��!��#
Ï��%��#���#!�	+���^�"!�
$�#��,�%��"Ö#�

C
, �"
x� !rÖ#�"
$, �

k
���.Ö���
Ï�"Ö 	$�#
$���
	���������!���%�%&��Ú�%0/ �#
$
�����
x����Ö)�"
$
$�&��� �#! Ö#�"
$�Ñ���.%�� �MK#���Õ3��
G)��! �#!r�������"!�	������Ñ%�����7��	$�#! �����"! �)< !������®���
k ((u))

���"!�	x���Ñ%�� 34�"
$���
K (( n

√
u))

���
n
�'�b	x��! ��!�	$�&��
`�#	

K
� !��Õ�7��	$�#! �����"! < !����Ñ���

k
ß

A¼�#	
	�� �7��	��#!¥�
���"!8< !����®	��"��	��)34�����+!���
���,¥�"�����O
��"��
����&
$��Ö)	����.��!�	`�
��
�%�� �����$���&!�ß
')(
	 +-,/. ��� ����7 � � ��
v462 � �:< ���

> ,¥��
�	���
x���Ñ���"�&!�	$�#! �"!�	'Ú¥��!�
$�#��,�%��"Ö)�Õ%0/ ��!�! �����
C [u]

, ��

Z
Ú¥%Û/ ��!�!��'�������'�`! �"�Õ× 
��'�+�#!�	$�&��
$�`
���%���	��&3��#ß%Ix!
$�#��,�%��"Ö#�Õ���"!¥Ö �7
������#�����#!�	

C (u)
,¥��


Q
Ú�%��ÕÖ)��
�, �x�����x!����Õ×�
$����
Ï�6	$�&��!�!���%��`�)	x��!�
6�5���$�$��9"�#
x���Õ���#!���
$�"%&���
��
%��y
������&��!Ë���#�"���#	�
$�����������"! !��#��,�
$��Ö#�������.����!�	`-�Ö#�)	������#��,�%��"ß

�>= 
�=
� ? 
�tX@+�^µ¼{�t2{��?°N��´NyÅ�v{�s t
�(q`� @+��³��^µ¼{�tb��s¥³
�[/ & ��×��b�)	��"���"���)	$
��������O(?�"�$�
��Ö#�&�r-G%Û/ �"!�!��'���

Z

�� K)	$
�� Ö)�����.�r�"!J%0/ � ���5�
- ,�%�� �k�"�?�����&! �k�7��, %&�������%Û/ ��! ���#�Õ× %&� ���'�(!��"�Ñ×�
��'�(,�
$�#���&��
$��Ú������ %0/ �"!x
6��!���	$�#
 P ßÞ[
$�#!���! � �5����!�	���! ��!�	

K
Ö)�Ë��� �5%0/ �"!��",�,¥��%&%��5��!�fgLNH GT\ Z W V L^k��	HXW:\ Ú�Ö�/ ���
	XZ2-�Z2����
�����! �5����	���! �
���"! <¥!��&� ���

Q
ß A¼���.���®	�����	`-.%0/ ������
���Ú��"!k,¥����	`Ö)��! ��������
���
(%0/ ��!�! ���������'�(�#!�	����#
Ï�(�)	�%Û/ ��! ���������������
	����"!¥����� �®%Û/ �"!�,¥����	`���,������#
(���
	`�������'Ö)
$�&
$� OK �#	+�#!k, ��
�	���Ö)��%����#
+�������'Ö)
$�&
$�®%0/ &x�"×��b�#	(���#���.�#	�
$��������(Ë��� ��%&� �����
	`�"�$�
��Ö#�&��ß

Bx�Õ3��"� 	'Ú�%����x���)	$���������®,�
$��Ö#������!�	$���x�#/ �"���",�	���!�	x,��"��
®%��Ë�����$Ö)
$��,�	����"! ���.Ö#�)	x��×��b�)	��"���"���)	$
��������"ß@Ix! Ö)���yZ���#!¥Ö)�5, �"
�ÖÏ���"���
��
 ��! !����Õ×�
$��,�
$�#���&��

p
Ú^�"! %&��Ö���%������"Ú���! Ö)�"��,�%��)	$�"Ú���! �"×�	$�&��!�	Õ�"�&!¥�
�[� !�Ö)�"
$, � �",�,¥��%&�

Qp����!�	�%��xÖ#�"! �
	�
$� Ö)	����"!Ñ���#
Ï�+�7��,�%&�������#���"�Õ, �"
$�"�"
Ï��,����¼�
����
6��!�	�ß��N/ �7��	$�#! �����"!
K


6�`34�"��
$!���
�� !�����%��"�#× 
��Æ����Z2�����$��� ����
Qp

Ú , 
��'Ö)���
���.��!�	(%Û/ ��%��"�#× 
��
K ⊗Q Qp

�#	`Ö)�#%�%���Z2Ö)�%
6�5���Õ����Ö#�"��,������#
��#!�,�
$�������&	$�x�v/ �7��	��#!¥�
���"! ��<¥!��&�'�`���
Qp�#	®Ö)�����.�Õ,�
��'Ö)�'���#�����#!�	x��%}9k� ��!�����9"��!�
���%���	���
"�#����!�	`�����., %&�Ñ�)	$�"!�	®����!�!�����! �Õ����	$�#! ���&��!L< !����Ñ���

Qp
������#	���
�����!��#
+-�Ö)���Õ×����#!��v/ �&!�	$�#
Ï�
�'Ö 	����"!¥�¼��%&%���Ö)��
�
$����,��"! �vß

�>= 
�=�
 � s��^³��^µ¼{�±�{�tb´Nµ @+�
QpS��"��	¼-�%0/ ���#� 
���Ú"�"!5� � ! ,¥��� �
��

	$���5�������������.��!�	N%0/ ��! !����"�

C [[u]]
Ú��5�����[�#!�3��"� 	(Ö)�'Ö)��!�/ � 
$�&��! �v/ ��!��'Ö#���"	������ ��#	(,��#��	`�MK#��� �
� ���#!���
$�"%&���
��
¼
$�#%��6	$��
��#���#!�	��
����,�%��#���#!�	�ß Þ�����
+Ö)��%�� Ú��&%�3�����	`��
��"��
¼%���×¥��!k,��"��!�	`����
������
� 
�%&�'����#
$�&�'�¼34�"
$�.��%&%�����E ��!������#
$�&�®34�"
$���#%�%&���'�b	+��!Ë3��"� 	+%������"! !��#� ,��"��
(	$�"��	+��!�	����#


n
�v/ � !�,¥��%�9�!:?��.� �������#�"
$�

n
�#	Ö#�`���+3��
G)��! Ö)�"��, ��	���×�%��"Ú�Ö#�#%��W
"����%���!�	N����
��`�����x%&�'�NÖ#���7� Ö)���#!�	$�¼���`× ���N�����"
$�+Ö)���0! Ö#�����#!�	¼��� ��!¥���&%��N%��+,��#�:
��#!�	�ß

B®��! �(� !k%���! �������®����� Ö#�#
�	$����! �Æ	$
����:
"��!�	�ÖÏ����	����"Ú�Ö)��%�����/ �'Ö)
$� 	WE

C [[u]] = lim←−
n∈N

C [u] /un

� ���#!k�#!�	���! �����
�v%Û/ �"!���
6���&	]
��"��%��k
�������
Ï����
Æ�"�8
��"���
��! �����®���
1
Ú��&%�����
Ï���&	(3���%�%&��Ö)��! ��������
���
DE

lim←−
n∈N

C [u] /(u− 1)n



� � ���������	��
���
���������
������������	������������ !�"�����#���#
"�$���"�%
&�����

Þ²�"��

Z
Ú �"!Ë3����&	+%��.�MK#����ÖÏ�����
���#!k,����$��!�	WE

Zp = lim←−
n∈N

Z/pnZ

�`! �#%��#����!�	����
Zp

�'�b	 ����! ����� !��5�
��

	$�Ñ���5���#
$�&�Ñ34�"
$���#%�%&�.�#!
p
Úv�5�����®�&%�3�����	®3��"�&
$���6	
	$�#!�	����"!r����/ ��%m!��Ñ3�����	 !��%������������&	����"!�!���
�Ú�!��^%&�'�(�Õ��%&	���,�%��&��
+Ö)�"�������"!k%&�®3��"� 	`��
���Ö`���������#
$�&�'�N34��
�����%&%�����Ö#%��������������'�#ß�A¼��%��.���
	+�������Ë3����&	�����

Z/pnZ
!�/ ���
	�, ���������"���"
$,�����-

(Z/pZ)n
!��m��! 	Ï��!�	Õ����/ �"!�!��'����Ú�!��[�MK��.����!h	$�#��, � �����5��
�����,¥��ß�12%m���
	�MK#��� ,����$�
��×�%�� ��������
�� y JMF Ö#���+�"! ��%��"���&�'�¼���Ë��!����7
�
Ï���&	(, 
���! ��
$�®%����`Ö)����� Ö)���#!�	Ï�(,¥����
�34�"
$���#
���! ��	��#%�%����
��
����34��
����#%�%��yE���%^��/ �"�"�&	+�
����,�%&�����#!�	`����,�
$�#���&��
���� ��	����#!�	`��� %��.%&����� 	$� ,�
$�l�b��Ö)	���
"��Ú�Ö"/ �'�b	�Z -lZ ���&
$�x��Ö)�

Z/pZ = Fp
ß

Ix!����#!Ë3����&	+��!��#!���! Ö)��,�
$��Ö#���������^��� 	�	$�"��	3G��8E
� ��¦�� �������J� S � S � S0� �
¬Ë¦��¥���0� £�£N���������h����������¤'��� �PS	� L^Ja]

S
b V \ r \K]�
	k�W Z WvHXWYGTHXd:\	W V ]_F V ]`\ Z F V \

Z
Z WK\f [ FP\g\	W:\ Z W

Z/pZ � GqF^H WXo W	k"G [ W�L V GqW	bm]�GTHXW VTZ HXW S = {0, 1, . . . , p− 1} � h
� [ L^Hg\�]YLNbm]�d [ d	k�W V ] x ∈ Zp
\qn dgf:HKJa]Z W } F��iL V b V JM~:bcW&\:L^b \ [ F } L^HKk�W��

x =

∞∑

n=0

anp
n

LC� ]YLNb \ [ W:\
an

\	L V ] Z WK\�d [ d	k�W V ]`\ Z W
S
h

Ix!G
$�#�5�"
$����� 	��"��	��v/ ��×��"
Ï�������k%0/ �"� ��� 	$�&��! Ö#�kÖ#�"��,�Z2Ö)�(�'�b	M
�
$�"�&���#!�	�Ö)�#%�%��k���
Zp

�5���������^/ ��%(!�/ 9��h, ������ 34�"
$�Õ��%����������., %&�'��,��"��
��7��,�
������#
�%����ÑÖ)����� Ö#�&��!�	Ï�Õ�����Æ��,�, �"
$�"���$���#!�	�� ��! �Õ%�������Ö)����,¥���
�&	����"! ���
x + y

��!34��! Ö 	$�&��!h����Ö)����� �����m��,�, �"
$�"���$���#!�	x���"! ��Ö)�#%�%��.���
x
�)	 Ö)��%&%��.���

y
ß�12%m!�/ 9��Ë, ���`!���! ,�%�� � ���Ñ34�"
$�Õ� %&�.�
����,�%&�,��"��
�%���,�
$������� 	'ß

Ix! 
$�#�5�"
$�����x�#!k�"��	$
��®���^/ ��%�����
Ï���&	¼�#	���,����$�
��×�%��®����ÖÏ���������&
Æ%����Æ�#%��#���#!�	Ï�����
S
!��"!Ë, �"�(���"! �

Z
�5�����(����!¥�

Zp
Ú�Ö#��Ö#��,�
$��! Ö)��, ��%��#����!�	®Ö#��
`,¥����
`	$�"��	x�#!�	����#


n
Ú %����®��!�! �����:�

Z/pnZ
�)	

Zp/pnZp
�
��!�	`�����"����
�,�� �����#	®����! Ö

Zp
��/ ��Ö)
$�&	(�����"%&���.��!�	�Ö#�"������%��.%��&���&	�� ,�
$�l�b�'Ö 	���
"� ������
��"!�	��ME

Zp = lim←−
n∈N

Zp/p
nZp

12%���/ �"�"�&	�<¥! ��%��#���#!�	+�������7< !���

Qp

�����v���
	+×����#!k�#!�	���! ����%&� Ö#�"
$, �(�����Æ34
Ï�"Ö)	����"! �(���
Zp

ß:Bx� %��.�MK#���®3��	G#�"!�����®,¥����
(%&�'���
��
������N34�"
$���#%�%&�'�#Ú���%��
�:�5�$���&	��v/ ��!�
"��
$���#

u
,¥����
�, �"�$���#
(���

C [[u]]
-

C ((u))
Ú���Ö)�ÛÚ��&%�������	+�v/ �&!�
"��
$���#


p
,��"��
x, �"�$���#
+���

Zp
-

Qp
ßaBx��,�%�� ��Ú %��Õ���7
��#%��",�,��#����!�	`��� -+��! �
��%���/ ������,�	������¥�����^,��"��
x����Ö#
���
�� %����`�#%��#���#!�	Ï����

Qp
E

� ��¦�� �������J� S � S � S � �
¬Ë¦��¥���0� £�£N���������h����������¤'��� �PS	� L^Ja]
S
b V \ r \K]�
	k�W Z WvHXWYGTHXd:\	W V ]_F V ]`\ Z F V \

Z
Z WK\f [ FP\g\	W:\ Z W

Z/pZ � GqF^H�Weo W:k�G [ W�L V GcW:bm]�GIHXW VIZ HXW S = {0, 1, . . . , p− 1} �^h�� [ L^Hg\5]YLNbm]�d [ d:klW V ] x ∈ Qp
\qn dgf:HKJa]Z W } F��iL V b V JM~:bcW&\:L^b \ [ F } L^HKk�W��

x =

∞∑

n=−∞
anp

n

LC� ]YLNb \ [ W:\
an

\	L V ] Z WK\�d [ d	k�W V ]`\ Z W
S
W:] [ W:\

an
\	L V ] V b [ \�GqL^bmH

n
\Kb:w \	FNk�k�W V ]EGqW	]`Ja]Yh

�>= 
�=0¶ �d�^³�u�s t �`{�tb´Nµ @+�
Qp12%®���
	 ,¥��������×�%&�h�v/ �"���#%��&��
���
 �����#%�������,��#� %�� ����
"�#%��", ,¥���.��!�	Ë��� -`�#! ���#%Ûß.�N!d3����&	�ÚÆ�&%®�������b	$����!�� ��!������ ��",�,�%���Ö��6	����"!

T : Fp → Zp
��� �^�
��� 	��Ñ��% 	$�&, %&��Ö#��	���
"� �)	���! ���
�'Ö 	����"!���� %��.,�
��	�b��Ö)	����"!�Ö#��! �"!��������"ß

Ó �
a ∈ Fp

Ú���! !��"	��®	�
Ï�"���&	����"! !��#%�%&�����#!�	
[a]

%0/ �&�5�"�"�����
a
, ��
(%Û/ �",�,�%���Ö��6	$�&��!

T
����< !�����,�
$��Ö)�'���#�����#!�	'Ú�Ö�/ ���
	Ö#��������%Û/ ��!r�",�,��#%�%&�5%��vHXW_GIHXd:\:W V ]YF V ] Z W � W:JMf�� k�� [a[ W	Hk���

a
ß�12%m!�/ ���
	�, ���®34�"
ÏÖ)�#����!�	 ����� Ö)��%&� ���5%���Ö)��! �b	$
�� �&
$��5�����(!���� �(!�/ ��%�%&��! �(, �"�(%��®3�����
�����Ö)�Ûß




�� �c�B� �D�%�)� ��� �$
��	���� � ���	��� � � �

Ix!�,��#��	`�5�"�&!�	���! ��!�	+��	$�&%����
��
xÖ)�'��
$�#,�
$�����#!�	$�"!�	$�(, �"

	$��Ö#��%&���#
Ï�����"! �+%������7
��#%��",�,��#����!�	®��� -+��! ���#%ÛÚ�%&�'�+��,¥�7Z
Ï�6	$�&��! �+,��"�:
6�"!�	���%��"
Ï�+��/ �7��, 
������#
`,¥��
������`34�"
$�Õ��%����xÖ)��

	$���®Ö)�"��,�%������ �#���`�5�����x�������������b	$�#!�	�ßa�[%�%&�'�®���"!�	����Õ%��34��
����"Ú����
an

�#	
bn

���"!�	+���'���#%��#���#!�	Ï�����
Fp

E
(∑

n∈N

[an] p
n

)
+

(∑

n∈N

[bn] p
n

)
=

∑

n∈N

[Sn] p
n

(∑

n∈N

[an] p
n

)
×
(∑

n∈N

[bn] p
n

)
=

∑

n∈N

[Pn] pn

���
Sn

�#	
Pn

��/ �7��,�
������#!�	+Ö)���.�������'�+,��"%�9�!:?"������-5Ö#����� Ö)���#!�	$�+�#!�	����#
Ï���#!
a0, . . . , an, b0, . . . , bn

Ú�,��"%�9�!:?"���'�	$
��'�(%��"×¥��
����#��� -.�'Ö)
$�&
$� �������#���#� 
$�"!�	'ß
Ix! 
$�#�5��
Ï�����#
Ï� �����hÖ#�)	�	�� �����$Ö)
$�&,�	����"! ��� 
$�"� 	���� �$�
�x,¥��
������Ë���r���7< !���
k���&
$��Ö)	��#����!�	

Zp
, ��
k��!?�"��	�
$�,�
$��Ö)�'���"ß¥12%���� 
$�"� 	+3��"%&%�� Ö#�"! �������#
$�#
+%����x�
���&	��'�x��/ ��%&���.��!�	$�`���

Fp
�)	®�.�#	
	$
��.�
��
®Ö)�#	x�#!¥�
���Õ×�%���%����+%��"���`����< !������, �"
�%&�'�(,¥��%�9�!:?����������#!�	$�&��!�!����(, 
��'Ö)�����#�����#!�	�ßaA¼��%���!^/ �'�b	+��!Ë3��"� 	+,¥�"���$��! ����!�	���
�K#	�Ö���
�%Û/ ��!�,¥����	`
$�#��,�%��"Ö)��


Fp
, �"
N!�/ �&��,��"
�	��®��� �#%v��!�! �����5�#	¼%Û/ ��! Ö)��! �
	�
$��� 	(����! ����-�ÖÏ�¥�"�����+34�����¼��! �"!�!��'����ß��[/ ��!�! ����� Ö#�"! �
	�
$���&	Æ- ,¥��
�	���
���
A
��/ �",�,��#%�%&� %Û/pF VcV WeF^b Z W:\ y Wgf:]YW	bmHg\ Z W�� Ja] ]Æ��� A �)	`��� !��"	��®	�
Ï�"���&	����"! !��#%�%&�����#!�	

W (A)
ß

Ix!Õ,��#��	²���¼3��	G#�"!Õ�"! ��%��"�����NÖ#�"! �
	�
$����
��¼%&�(���7
��#%��",�,��#����!�	�&N����Ö)���5��%l(���/ ��!Ñ�#%��#���#!�	m���
Qp

Ú6Ö�/ ���
	XZ2-�Z2����
��N��!��%&���.��!�	(����������	$�&��!�	����
Qp/Zp

��! ��!�
"����� ��!�	(%&�'��fgL y Wgf	]_W	bmHg\ Z W�� Ja] ]0ß����&!¥��%��#���#!�	�Ú���! ,��#��	`�"� �$�
�vÖ)��! �
	�
$���&
$�%����(��%&���.��!�	$�����
Qp

Ö#� Ö)�"� ,�Z Ö#����
"�'Ö`%����)�	J�� y Wgf	]_W	bmHg\ Z W���Ja] ]Ûß
�>= 
�=�� ?��^³G���({���µ`³�tb´Nµx³
	®µxtb�^³ @+�

QpIx!h�"�&����
$�"� 	���
"�"��
`� !�	�� �#�"
$�#���.��! �"%&���"���Õ-Ë%Û/ ��!��"! Ö#�C��ß���ß Ø�ß Ø�Ú¥�5�����®Ö)��Ö#�²!��.���., �"�$�
�.��� �$����×����#!r����!¥�®Ö#�Ö#�"!�	��7��	$���)	+Ö)� , �"
$Ö#�®�����
Fp

!�/ ���
	(! �^��%��"��×�
��������#����!�	�Ö)%�����Ú�!��^����Ö#��
Ï�"Ö)	���
����b	$�������x!���%&%��"ß
A¼�"�����#! G)�"!¥�`, �"
D
��"��
®Ö#�Ñ�����.%0/ �"!h,¥����	®3�����
��Ñ,¥����
�%&�.,�
$�#���&��
x�'Ö)�����&%Ûß Ix! ��
6���&	D
��h� ��! �®%����x
������"
$�����'�������
��"!�	®%������&	®	������"
$�#���.���������

C [u]
�#	$���&	 
�����,�%���Ö)�Ñ, ��


k [u]
Ú���%²3���%�%��"� 	®3�����
$�.��	
	���!�	����"!h-Ë!��., �"�®����×�%��&��
®%�����7��	$�#! �����"! �[���+%�� 34�"
$�.�

K [u]
���

K
�)	Ï���&	N��!��x����	���! �
���"!y< ! �&�®���

k
ß"1bÖ#�0Ú�Ö�/ ���
	N, �"
����&%¥-������#%��������[	�
Ï��! ��,¥���
�&	����"!¥�,�
$���-E����

k
���
	x��! �Õ����	$�#! ���&��!L< !����Ñ���

Qp
Ú���%�!���3��"��	®,¥�"�+����×�%��&��
`%����x����	���! ���&��! �x����	59�,¥�.��
Ï�"Ö

W (k)
Ú����

W���'�
���"! �x	$�"���b����
Ï�¼%Û/ ��!�!��'���������)
"��Ö)	�����
$�(�����d�&	
	'ß
�+!�
$������%&	$�6	�,�
$��Ö#���(�'�b	+%��®	������"
$�#��� �
� ��
6��!�	WE

� ��¦�� �������G� S � S�· S0� S � L^Ja]
K
b V WlWXo�]YW V \KJML V z V JMW Z W

Qp
h U�V V LN]YW OK [ n F VcV WeF^b Z WK\lW V ]`JMW	Hg\ Z W

K
W:]
k
[ W~	bcLN] JMW V ]

K/OK
FeG�GqW [ d � d V d	HXF [ W:klW V ] [ W"fgL^H G \{HedK\KJ Z bcW [ h�
�F V \�feW:\�fgL VTZ Ja] JML V \��IJ [ Weo�Jp\g]YW�b V W�b V JM~	bcW�FeG G [ JMfgFN] JML V

i : W (k)→ OK
} F^Jp\:F V ]"fgLNk�k�bm]YW	H [ W Z JMF � HXFNk�k�W�\KbmJ y F V ] �

k OKoo // K

k

OO

W (k)oo

i

OO

// � HXF f W (k)

OO

Fp

OO

Zpoo

OO

// Qp

OO

[ n FgG G [ JMfgFN] JML V
W (k)→ k

d	]_F V ]�feW [a[ W�~	bmJ%u [ Fl\gbmJa]YW
(a0, . . . , an, . . .)

FN\g\:Lif	JMW
a0
h

A¼�®	������"
$�#��� ���&	`���"! Ö�������%Û/ ��!Ë,��#��	+��!�	���
$Ö���%��#
����k���&%��&�����v/ � !�� ����	���! ���&��!�< !����
K

���
Qp

��!�� �7��	$�#! �����"!��9���!�	�%&���MK��.�ÑÖ)�"
$, ��
$�����������#%���� �
K

�)	®��� �^,�%�� �+�'�b	x,¥����	®���ÕÖ)��! �
	�
$���&
$� -5, �"

	$�&
`�����)
���Ö)	��#� 
$�������d� 	�	�ß%A¼������x%0/ �"!k�����.��
$�"� 	(�������"
$�5�����#Ú�Ö�/ ���
	���� �
K

�#/ �"×�	$�&��!�!���-�, �"

	$�&
����
W (k)

�
����,�%��#���#!�	(�#!Ë�l�b�"��	Ï��!�	¼� !��x
Ï�"Ö#�&! �



Ø"Ù ���������	��
���
���������
������������	������������ !�"�����#���#
"�$���"�%
&�����

n
Z �&���������

p = (0, 1, 0, . . . , 0, . . .)
,¥����
 ��! Ö)��

	Ï����!

n
ß����"���ÕÖ)�#%��k!�/ ���
	�,¥�"��
�
$�"�m�)	ÕÖ"/ �'�b	 %�-k����/ ��!�	$�#
\
��&��!�	 %�����������&�����®�'Ö)�����&%Ûß

S��"��	$�)34�"���¼%��Ñ�
�&	�� ��	����"!5!�/ ���
	(, �"�¼��� �$�
�����'�
�'�
,��#
$�#�`����/ �"! ,¥����
�
Ï���&	N%��xÖ#
����&
$�+Ö#�"
¼Ö)��%��Õ���
	 
�
Ï���¥����%&�®���#��
��`���%Û/ �7��	��#!¥�
���"!�!�/ ���
	�, �"�x��!��Ñ��% 	$�&, %&����� ! �"�Õ× 
���, 
����.���#

p
ß � �'Ö)��, �6	$��%&��! �`	��"��	®Ö)��%�� �#!h�#!���!�G#�"!�	x��! !����:
"�'���	$���#��
����.�yE

� ��¦�� �������5�TS��ES&· S��ES � L^Ja]
k
b V W"WXo�]YW V \KJML V z V JMW Z W

Fp
W:]
K
b V W"Weo�]_W V \KJML V z V JMW Z b fgLNH GT\ � HXF�f W (k)

Z L V ] [ WZ W � HXd
n
W:\K] GIHXW	k�JMW	H�u

p
h�� [ LNHg\ [ n Weo�]_W V \KJML V

K/ � HXF f W (k)
W:\K]IJp\:L^k�L^H G �cW"u [ n WXo�]YW V \KJML V � HXF�f W (k)

[
n
√
p
]
/ � HXF f W (k)

h
�$] ]_W V ] JML V ��fgW [ F V n W:\K] G [ b \ y HXF^J>\KJ p Z J y Jp\	W e h

�>= 
�=�� ?�±�uvw��m{�q+s��J±mwb°[�ECxs t
�(q`� @`�
QpA¼�x�����x%0/ �"! �Ñ���&	¼,�
$��Ö#�������.����!�	(�#/ ��, ,�%&�������+,�%�� �Æ�"�5�����&! �¼�#����%��#���#!�	¼-�%��ÑÖ)%�?�	�� 
��`�"%&���#×�
$����� �

Q̄p
���

Qp
ß

Bx�"!�! �"! �Æ	$�"��	`��� �����&	�� %��������"�"
Ï�������®�����v
$����������%&�'��
$������% 	Ï�6	Ï�Æ����� %Û/ �"!x
��5Ö#�"�����#!�	���
(, ��
�%����
���&	���ß

F̄p Q̄p

F̄p Q ���p

Is

F̄p Q ���p

Im = lim←−
p-n

Z/nZ =
∏

`6=p
Z`

Fp Qp

 �"% (
F̄p/Fp

)
= lim←−

n∈N

Z/nZ = Ẑ
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; � J b)b ;4E-#SJ�NIE=9�H

d
?�P NR?SH�NIEnwSG"?S>@? H3NRD"�$# G"E=N"? b J:G1;=?�PRJ b)b ;=E4# J�N"E49:HKP
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(q − 1)
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∑

λ,µ,ν∈F?q

χ−1 (λ)χ′−1 (µ)χ′′−1 (ν) d ◦ ([µ]⊗ [ν]) ◦ c ◦ [λ] (x)
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1

(q − 1)
3

∑

λ,µ,ν∈F?q

χ−1 (λ)χ′−1 (µ)χ′′−1 [λ (µ+ ν)] (x)

=


 1

q − 1

∑

λ∈F?q

(
χ−1χ′χ′′) (λ)




 1

(q − 1)
2

∑

µ,ν∈F?q

χ′−1 (µ)χ′′−1 (ν) [µ+ ν] (x)



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χ (1) = 1
b 9:<KG NI9:<�N

#SJ�G+Jv#-N w GI?
χ
.)� ?5@.J�E=NL,3<)?

[λ] ◦ [µ] = [λµ]
P"?_N"G+J:D)<)E N�? H

χ (λ)χ (µ) = χ (λµ)
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λ, µ ∈ Fq
? N
χ ∈ M .
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χ ∈M �

x ∈ Iχ
?0N
λ

? N
µ
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Fq

.k��H J
[λ+ µ] (x) = χ (λ+ µ)x

. B J:;-# <);=9�HKP�; � J:<�N"GI? N"? GI>@? #

d ◦ ([λ]⊗ [µ]) ◦ c (x) = d ◦ ([λ]⊗ [µ])


x⊗ 1 + 1⊗ x+

∑

χ′χ′′=χ

cχ′,χ′′ (x)




= d (χ (λ)x⊗ 1 + χ (µ) 1⊗ x) +
∑

χ′χ′′=χ

χ′ (λ)χ′′ (µ)ωχ′,χ′′x

=


χ (λ) + χ (µ) +

∑

χ′χ′′=χ

χ′ (λ)χ′′ (µ)ωχ′,χ′′


x
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∑
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ωχ′,χ′′ =
1

(q − 1)
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
 ∑

λ,µ∈F?q

χ′−1 (λ)χ′′−1 (µ)χ (λ+ µ)− χ′ (λ−1µ
)
− χ′′ (λµ−1

)


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∑
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p
. B ? ;5J G"?$CZE=?SH�NA' D�E4GI?E,�<K?

ωχ
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a ∈ Fq
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εχ =
∑

a∈Fq
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LM9:<KP J:;=;49:H7P D)J�HKP <)H b GI? >@E=?SG N"?S> b P ?�P NIE=>@? G
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χ′ ?0N χ′′ D�?S<`�I#SJ�G+Jv#-N w GI?SP D�?
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.
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n = n1 + . . . + nr
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,3<)?
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(p− 1)! = −1 (mod p)

?0N�D�9�HG#
v (ω) = eK

9�W 9�H GIJ b)b ?S;=;4?A,3<)?
eK

?SP N
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A = A⊕


⊕

χ∈M
Iχ




0%GI? H)9�HKP�>^J�E4H3N"?SHKJ�H3N
χ ∈M �

χ
PJ� �$# G"E=N J�;49:G+P

χ = χn1
1 . . . χnrr
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P"9:H3N ? H3N"E4? G+Pg# 9:> b GIE4P ? H3N"GI?
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⊗A . . .⊗A I⊗nrχr → Iχ
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⊕
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⊗A . . .⊗A I⊗nrχr

;4? N"? GI>@?i9�WXN"9�<KP�;=?�P
ni
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W (A)

.]0 G"?SH)9:HKP
D�9�HG# <)H J:H)H)?SJ:<

A
?0NXD)? <`� � ;-� >@? H3N+P

a = (a0, . . . , an, . . .)
?0N
b = (b0, . . . , bn, . . .)

D�?
W (A)

. � #0GIE-C:9:H7P
s = a+ b = (s0, . . . , sn, . . .)

? N
p = ab = (p0, . . . , pn, . . .)

? NtC:9��:9�HKP®#09�>@> ?SH3NMP ?_NIGIJ�D�<)E5P ?SH�NRHK9�Pt# 9:HKD�E=N"E49:H7P
P"<)G ;=?�P

sn
? N ;4?SP

pn
.e��E4G"?¯,�<K?

Φ0
?SP N <KHd>@9:G b O)E5P"> ? D;� J�H)H)?�J�<`�)@'9�<)G"HKE N�D�E4G"?B#-N"?S>@? H3N

s0 = a0+b0
?0N
p0 = a0b0

�
# ?L,3<)Ef?SP N1GIJ:E4P"9:H)H7J6H);4?v� b 9�<)G[>d<);=N"E b ;=E4? G1D�?S<`��H)9�>AH)GI?SP$��9�H�# 9:>@>@? HG# ? b J:G[>d<);=N"E b ;=E4? G�;4? <)G®#+O)E�_fG"? D�?SP <)H)E=N���PJ.� ? >@9�G b OKE4P">@?

Φ1
D)9:H)H)?_;4?SPt# 9:HKD)E NIE=9�HKP

sp0 + s1p = ap0 + a1p+ bp0 + b1p

pp0 + p1p = (ap0 + a1p) (bp0 + b1p)

�ZE
p
?�P N1E4H3C:? G+P"EnH);4?iD)J�H7P

A
�G#0?�PK�$,3<KJ�N"E49:HKP1P"?_G���P 9�;nC�? H3N ? NR9:HXN"GI9:<%C�? #

s1 = a1 + b1 −
(a0 + b0)

p − ap0 − bp0
p

p1 = a1b
p
0 + ap0b1 + a1b1p

1 E=HKP"E � J:< >@9:E4HKP ;49:G+P�,3<)?
p

?SP NdE4H3C:?SGIP"EnHK;=?�D)J:HKP
A

�'? N+# ? ;5J ?G� b ;4E-,3<)? b 9�<)G�,�<K9:E ; � 9:H J�C�J�E=NAH8?SP"9:E4H D;� <)H b ;4<KPW�GIJ:HKD�D�?SW:G � D�?_W/� H%�SGIJ:;=E=N��e� �3#0?SP1D)? <`� ?,� b G"?�P"P"E49:HKP[D"�G"KHKE4PIP ?SH3N
s1

?0N
p1

D)?L@.J a09�H <)H)E4,3<)?v.)��H�C:9�E N�>fU >@?)H)E=?SH
,3<)? b J:G%G �$#0<KG"GI? HG# ?�;*� 9:H+C�J N"GI9:<%C�? G�<)HK?®@'9:GI>#<);4? b 9:;4�3H#&:>@E4J:;=?t,3<)E7D"�G"KHKE N[D)?®@.J�a 9:H@<)H)E4,3<)?

sn
?0N
pn

b 9:<)G%N"9:<)N?SH�NIE=?SG
n
�fD�E5P 9�HKP

sn = Sn (a0, . . . , an, b0, . . . , bn) = Sn (a, b)
? N
pn = Pn (a0, . . . , an, b0, . . . , bn) = Pn (a, b)

�
Sn

? N
Pn

�0N+J�H3N J b G"E49:GIE D�?�P b 9:;4�ZH%&:>@?SPL'�# 93?,jE#0E4? H3NIP�D)J�HKP
Z
[

1
p

] . B ?$# E H�� ?SP N D)9:HG#u' b G"?S>@EnwSG"?uCZ<)?IC�J�;5J6H);4?
,3<)?_P E

p
?SP N E4H3C:? G+P"EnH);4?�DKJ�HKP

A
. B ? b ? H7D)J�H3N$�"# 9:>@>@?�9�H b ? <�NRD"�{�{'#;4?�GI? >^J:G ,3<)?SG b 9:<)G

s1
?0N
p1

;=?�P b 9:;4�ZH%&:>@?�P
,3<)EqC:9�H3N�E4H�NI? G C:?SH)E=G�C:9�H3N�? Hj@.J�E=N U0N"GI?+'�# 93?,jE#0E4? H3NIP D)J�H7P

Z
.���H >@9:H3N"GI?I# ?A@.J:E Ni? H Wv�SH%� G+J�; ? H b G"9"#J�SD)J:H�N)'

D�E-C:?SGIP"?SP ?�P NIE=>^J�NIE=9�HKP1D�?)C�J�;4<KJ�NIE=9�H�. B ? ;5J ?SP NR<)H b ?S< b �SH)EnHK;=?i? NRH)9:<KP�Hf� J:;=;49:HKP b J:P�;4?)@.J�E4G"?/.
b 9:<�NI?!@'9:E5P b 9�<)Gi; � J�D)D�E=N"E49:H��fE4;�?SP N b 9�PIP"EnH);4?@D�? b J�G C:?SH)E=G)'�#0? N N"?r# 9:HG# ;=<KP"E49:H b J�G <)H)?^J�<�NIG"?+C�9:E4?I,3<)?@H)9:<7P

J:;=;49:HKP b G���P ?SH�NI? GB.k��H�C�J�P < b)b 93P ?SGt,3<)?
A

?�P NM<KH J�H)H)?�J�< D)J:HKP1;4?$,3<)? ; N"9:<)NM? H3N"E4? GMH)9:H HZ<); ?SP NRE=H3C:?SGIP"E-H);=?/.k��H
# 9:HKP"E4D%w GI?

Λ (A) = 1 + tA [[t]]
. B � ?SP NR<)H W:GI9:< b ? b 9�<)GR;5Jd>d<);=N"E b ;=E4# J�N"E49:H�.)��H GI? W3J�G+D�?�J:;=9�GIP ; � J b)b ;4E-#SJ�N"E49:H #

E :

(
W (A) −→ Λ (A)

a = (a0, . . . , an, . . .) 7→ exp
(
−Φ0 (a) t− Φ1 (a) t

p

p − . . .− Φn (a) t
pn

pn − . . .
)
)
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��H G"?S>^J�G�,�<K?MNI9:<�NMD;� J6H89:G+D
,�<K?u#0?0N"N"? J b)b ;4E-#SJ�N"E49:H ?�P N®H)E4? H D"�,"KH)Ef#SJ�G1E4; H�� ?SP NRH%�$# ?SPIP"J:E=GI?),�<K?)@.J�E4G"?5,3<�� <)H
H)9�>AH)GI?�"7H)E)D;� 9 b � G+J�N"E49:H7P b 9:<)Gq# J:;-# <);4? GC<)HI# 9Z?GjE#0E4? H3N�D�9:H)HG�v. c E=?SH#?SH�NI? HKD)<

E
?SP N <)H >@9:G b O)E5P >@? D�?�W:GI9:< b ?SP$.

LM9:<KP1J:;=;49:HKP�D�9�H)H)?SG1<)H)?iH)9�<%C:?S;=;4?_?G� b GI?SPIP E49:H D�?
E

. B J�;4#0<K;=9�HKP1D�9:H_# #

E (a) = exp

(
−a0 − (ap0 + a1p)

tp

p
−
(
ap

2

0 + pap1 + p2a2

) tp2

p2
− . . .

)

= exp

(
−a0t−

(a0t)
p

p
− (a0t)

p2

p2
− . . .− a1t

p − (a1t
p)
p

p
− (a1t

p)
p2

p2
− . . .− . . .

)

= F (a0t)F (a1t
p) . . . F (ant

pn) . . .

9 WX; � 9�H J b GIE5P1P 9�E=H D�? b 9�P"? G #

F (x) = exp

(
−x− xp

p
− . . .− xp

n

pn
− . . .

)

��H P ?iG+J b)b ? ;4;4? >^J:E=H3N"?SHKJ�H3Nt,3<)?_;*� 9:H D�E5P b 93P ?iD�?i;5JI@'9:GI>#<);4?iP <)E-C�J�H3N"? #

exp (−x) =
∏

n>1

(1− xn)µ(n)/n

9 W
µ

D"��P E4W:HK? ;4J�@'9�HG#-NIE=9�H D;� E=H3C:?SGIP"E49:H D�? 
 9��JHKE=<KP$. � J b)b ? ;49:HKP�#09:>@>@? H3N ?S;=;4? ?�P NXD%�G"KH)E4?v.g0�J�G D"�,"KH)E=N"E49:H��
µ (1) = 1

.6�ZE
p1, . . . , pr

P"9:H3N D�?SP_HK9:>AHKG"?�P b G"?S> E4? G+PiD�E5P NIE=H_#-NIP$�
µ (p1 . . . pr) = (−1)

r ?0N#P"E=H)9�H���#6� ?SP N�*¦'Y* D�E4G"?/�D"w�Pt,3<)?
n

?SP NMD�EnCZE5P E-H);4? b J:G1<)H�# J:G"G � D)E4P N"E4HG#-N D�?
1
�
µ (n) = 0

.%X%;4;=?ACv� GIE�"K?_;4J@GI? ;5J�NIE=9�H P"<)E-C J:H3N"?5C�J�;5J6H);4? b 9:<)G
NI9:<�N

n > 1
#

∑

d|n
µ (d) = 0

��H b ? <)NR>@J:E=H3NI? HKJ:H�N�D"� >@9�H�NIG"?SG�;4JA@'9:GI>#<);4?),�<K?�H)9�<KP¯C:?SH)9:HKP D�?_G+J b)b ? ;4? GB. ] ; P"<`j@N b 9�<)G®#0?S;4J D�? b G"?SHKD�GI?;4?_;=9�W�J�GIE=N"O)>@? ?0NMD�? D"�$C:?S;=9 b)b ?SG$.)��H 9vH)N"E4? H3N #
∑

n>1

µ (n)

n
log (1− xn) = −

∑

n>1

µ (n)

n

∑

m>1

xnm

m
= −

∑

n>1

∑

d|n
µ (d)

xn

n
= −x

X%H
@.J�E=N$�K9:H J <)H)? D"�B#09:> b 9�P"E NIE=9�HXP"E=>@E4;4J:E=GI?_? H b GI9�D�<)E=N b 9:<KGR;4JI@'9�HG#-NIE=9�H
F

.%] ; PJ� J�W�E N1D�? #

F (x) =
∏

�������
(n,p)=1

(1− xn)
µ(n)/n

0C9:<KG®C:9:E4G®#0?S;4JG��9:H
�$#0GIE=N1P"E4> b ;=?S> ?SH3N #
∏

�������
(n,p)=1

(1− xn)
µ(n)/n

= exp (−x)
∏

n>1

(1− xpn)
−µ(pn)/pn

��G b J:GRD"�G"KHKE NIE=9�H D)?
µ
�
µ (pn)

C�J�<�N
0
P"E
n

?�P NR<)H >#<K; NIE b ;4?#D�?
p
? NKC�J:<�N −µ (n)

P E4H)9�H�.)��HX9/H�N"E4? H3NMJ:E=HKP"E #
∏

�	�����
(n,p)=1

(1− xn)µ(n)/n
= exp (−x)

∏
�	�����

(n,p)=1

(1− xpn)
µ(n)/pn

= exp

(
−x− xp

p

) ∏
�	�����

(n,p)=1

(
1− xp2n

)µ(n)/p2n

= . . . = F (x)
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F

D)J:HKP_;*� J�HKH)?SJ:<
Z(p)

�
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Z
?SH ; � E5D"��J�; b GI? >@E=?SG

pZ
.�� ?I@.J�E=Nu,�<K?

E
P 9�E Ni<)H O)9:>@9�> 9�G b O)E4P">@? D)?dW�G"9�< b ?�P_P ?dN"G+J:D�<KE N b J�G

; � �SW�J:;=E=N�� #
F (a0t)F (b0t) . . . F (ant

pn)F (bnt
pn) . . . = F (S0 (a, b) t) . . . F (Sn (a, b) tp

i

) . . .

� J®C�J�;4<KJ�NIE=9�H
p
* J:D�E4,3<)?[D)< N"?SG">@? D�? W3J�<G#+O)?[?SP N HZ<);4;=?¯#09�> >@? 9:HuCZE4? H3N D)?[;4?2C�9:E4G$. � JtC�J:;=<KJ�N"E49:H#D)?

F (Si (a, b))
�

,3<KJ:H�NA' ?S;=;4?v� ?SP N#H%� W3J�NIEnC�? 9�< H3<K;=;4?v.c��H D%�SD�<)E=NI,3<�� ? ;4;=? ?SP N ? H�@.J�E=N#HZ<);4;=?^? NdD�9�HG#r,3<)?�#0?S;=;4?�D�?
Si (a, b)

?�P Nb 9�P"E NIEnC�?v�%# ?),3<)E ?SP NKHKE=?SH�# ?u,3<)?_;*� 9:H�C:9�<);5J�E=N¯C�9:E4G$.

��H b ? <�N�D"�G"7H)E=G D�?SP�� ?SHKD�9�G">@9:G b O)E5P"> ?�P���P <KG
W

. ] ;��_J�N"9�<�N D�� JvH79�GID5# ? ;4<)E/,3<)?[;*� 9:H J b)b ?S;=;4? ;4?�� ! �+/,ZI&�,.!S� \�63�9�<X?SHG#09�G"? ;4J $ �"2�6)/-�=2�$ ,.*�6 .#�ZE A ?�P NR<)H J:H)H)?SJ:<���E4; ?SP NMP E4> b ;=?S>@? H3NMD�9:HKH%� b J�G #

V (A) (a0, . . . , an, . . .) = (0, a0, . . . , an, . . .)

�Z<KG ;=?�P�#09�> b 93P"J:H�NI?SP	@.J:H�N^&:>@?SP$�
V (A)

J�W�E N b J�G
Φn (V (A) (a)) = pΦn−1 (a)

b 9�<)G N"9�<�N
n > 1

?0N
Φ0 (V (A) (a)) =

0
.�] ;Ó@.J�<)Nu@.J�E4G"?�J�N NI? H3N"E49:HD,3<)?

V (A)
H�� ?SP N b J�Pi<)H O)9�> 9�>@9:G b O)E5P >@?^D;� J�H)H)?�J�<`�;� E4; ?�P N#P"E4> b ;=?S> ?SH3NdJ:D)D)E NIE¼@¢.

V
D"�,"KH)E=N D�9�HG#_<)H)? N"G+J�HKP{@'9:GI>^J�N"E49:H HKJ�N"<)GI? ;4;=?dD�?

W
C3<�# 9:>@>@?5@'9:H_#-N"?S<)GMD�?#;4Jr#SJ�N��SW:9�G"E4?iD�?SP�J�H)H)?�J�<`� D)J�H7P

# ? ;4;=?�P1D�?SP�W�G"9�< b ?�P�J6H	� ;4E=?SHKPJ.
��H b ? <�N�� W�J:;=?S>@? H3N�D"�,"KH)E4GL#0?8,3<)? ; � 9�H J b)b ? ;4;=?d;=?�� �"*��+!067,`\Z/ .)] ; P$� J�W:E=N&#0?8#09�< b *¦#0E D;� <)H)?ICv�SG"E=NIJvH);=? N"G+J�HKP�*

@'9�G">^J�NIE=9�H�HKJ�N"<)GI? ;4;=?_D�<�@'9:HG#0N"? <KG
W

.`] ;f?�P N1D"�G"7H)E b J�G1P"9:H J/#-NIE=9�HXP"<)G�;=?�P¯# 9:> b 9�PIJ�H3N"?�P(@.J:H�N^&:>@?SP$. 1 <�NIG"?S> ?SH3ND�E=N
F

?SP N%;*� <)H)E4,3<)?�N"G+J�H7P¢@'9�G">^J�NIE=9�HdH7J�N"<KG"?S;=;4?RD�?
W

@.J�E5P"J:H�N2# 9:>@>#<)N"? G�;4?MD�E5J�W�GIJ:>@> ?1P"<)E-C J:H3N b 9�<)GCN"9�<�N ? H3NIE=? G
n
#

W (A)
Φn(A) //

F (A)

��

A

W (A)
Φn−1(A) // A

] ; Hf� ?�P N b J:PK@.J/#0E4;=? D�?dD�9:H)HK? GR<)HK?)@'9:GI>#<);4?i?G� b ;4E-# E NI?#D"�B#0GIEnC�J�H3N
F

D)J�H7P1;=?I# J:P�W/� H%�SGIJ:;*.)b 9�<�N"?J@'9:E5PJ�KP"E
A

?�P NMD�?
#SJ�G+Jv#-N � GIE4P N"E4,3<)?

p
�G#0? N NI?)@'9:GI>#<);4?�?,��E4P N"?u# 9:>@>@? HK9:<KP1J:;=;49:HKP�;4?)C:9�E=G�NI9:<�N&' ; � O)?S<)GI?v.

B 9:>@>@? 9�H ;=?IC:9�E N�P"<)G�;=?�P&#09�> b 93P"J:H�NI?SPK@.J:H3No&:>@?�PJ�7;=?8#09:> b 9�P�� ?#D)?
F

?SP N D�?
V

D)J:HKPR<)H P ?SHKP�P"?A#SJ�;4#0<);4?
H)E4? Hf."0%;=<7P b G �$# E4P�� >@? H3NB�ZD)?)@.J�a09�HXW/� H%�SGIJ:;=?/�

F ◦ V H�� ?SP NMJ�<�NIG"?5,3<)?_;5J@>#<);=N"E b ;4E-#SJ�N"E49:H b J:G
p
.

] ; ?SP NL� W3J�;4? >@? H3N b 93P"P"EnHK;=?#D)? D"�,"KH)E4G�# ?I,3<)?d;*� 9:HUJ b)b ? ;4;=?d;*� J�H)HK?SJ�< D)?SPLC:?$#0N"?S<)GIP�D�?�� E=N N $ �"*�6fg0\K(0/ .G0C9:<KGNI9:<�N J�HKH)?SJ:<
A
� 9:H D%�G"KH)E=N

Wn (A)
#09�>@> ?@; � ?SHKP"? >AHK;=?^D�?�P

n + 1
* < b ;4?0N+P

(a0, . . . , an)
D;� � ;-� >@?SH�N+PiD�?

A
,�<K?; � 9�H >#<KH)E NiD�?�PM9 b �SGIJ�N"E49:HKP�D"�$# G"E=N"?�P b J:GM;4?SP b 9�;=�ZH%&�>@?SP

Si
? N
Pi

b G��B#!��D�? >@>@? H3N�E4H3N"GI9�D�<)E=NIP$.���H J�<)H)? P <KE NI?
?,��J/#-NI? D�?iW�G"9�< b ?SP�J6H	� ;4E=?SHKP®C�J�;5J6HK;=? b 9:<)G�NI9:<�NMJ:H)H)?SJ:<

A
#

0 // W (A)
V (A)n // W (A) // Wn (A) // 0

NI9:<�N&# ? ;5JI� NIJ:H�N®@'9�HG#-NI9:GIE=?S; ? H
A
.k� J gGwB#+O)? D�?

W (A)
DKJ�HKP

Wn (A)
#09�HKP"E4P N"?iP"E=> b ;4? >@? H3N&' NIG"9�HG,3<)? G1;5J@P <)E=N"?

J:<`�
n + 1

b GI? >@E=?SGIP^N"? GI>@?SP$.
W (A)

P$� E5D�?SH�NIE
"7? ' ;5J ;4E=>@E=N"? b G"9v� ?$#-NIEnC�? D�?SP
Wn (A)

b 9�<)G ;4?SP >@9:G b O)E5P >@?SP
#SJ�H)9�H)E-,3<)?�P

Wn+1 (A)→Wn (A)
.

( E=H7J�;4? >@? H3N$�:9:H@D�E4P b 9�P"?�D�� <)HK?�P"?$#0N"E49:H >#<�NI;=E b ;4E-#SJ�NIEnC�?RD�?�;4J b GI96� ?B#-N"E49:H
W (A)→ A

,3<)E%# 9:HKP"E5P NI?K' ?SHQC�9��:?SG<)HK?�P"<)E=N"?
(a0, . . . , an, . . .)

P <KG
a0

.Y] ;)PJ� J�W�E NqHkU0N"?S>@? H3N%D�?�;*� J b)b ;=E4# J�N"E49:HI,3<)E%'
a ∈ A @.J�E=N(#09:GIGI?SP b 9�HKD�GI?%;*� � ;-� >@?SH�N

[a] = (a, 0, . . . , 0, . . .)
.
[a]

P$� J b)b ? ;4;=?i;4? �"! �8�"(0/ !067$ 2�6K$ h�! eK! ,[ZI&�]	���`�4!0� D�?
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wA :




CWk (A/pA) → (A⊗W K) /A

(. . . , a−n, . . . , a0) 7→
∞∑

n=0

p−n−1âp
n

−n




9 W
â−n−1

?�P N_<)H G��S;nw$C:? >@?SH�N),3<)? ;4#09�HG,3<)?dD)J:HKP
A

D)?d; � �S;n�S>@? H3N
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k
* J�;4Wvw$H)GI?SP "KH)E4?SP�D)J:HKPE# ? ;4;=? D�?�P^W:GI9:< b ?�P

JvH_�S;=E4? HKP$.#� ? j 9�>��
�
� D)?#D�GI9:E=N"? D"��P E4W:H)?I,�<7J�H3N&'@;=<KE ;4?SP1>fUS> ?�P1NIGIJ:HKP¢@'9�G">^J�N"E49:HKP�HKJ�N"<)GI? ;4;4?SP$�)>^J�E5Pt#0?A# 9:< b *Ô# E

;4?SPt@'9:HG#0N"? <KGIPRP"9:H3N&CZ<KPL#09�> >@?#J:;=;5J�H3NMD�?d;4J�# J�N � W�9:GIE=?iD�?�P
k
* J�;4WvwJHKG"?�P�"KH)E4?SPMDKJ�HKPL#0? ;4;4?SPMD)?SPR?SHKP"? >AHK;=?�PJ.k�(� E=H`*

# ;=<KP"E49:H b G"9�CZE4? H3NRJ�;49:G+P[P"E=> b ;4? >@?SH�NMD)<�@.J:E Nt,3<�� <)H >@9:G b O)E5P >@?iD�?_W:GI9:< b ?SP ?�P NR?SH b J:G NIE-# <);4E=?SG1<)H)?iJ b)b ;=E4# J�N"E49:H
?SHKP ?S>AH);4E5P NI?v.

� ?_;4? >@>@?iD�?��%9:H)?�D)J#HK9:<KP1D�E=N�"KHKJ:;=?S> ?SH3N®,3<)?_; � ?SHKP"? >AHK;=? j 9�> �
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� (Gk , CWk)

P$� E5D�? H3NIE
"K?5#SJ�H)9�H)E-,3<)?S>@? H3N
'i; � ? HKP"? >IH);=?

CWk (A/pA)
b <)E4P ,3<)? Gk H�� ?SP N J:<�N"GI?L,3<)?�;=?&@'9:HG#0N"? <KG j 9:>

(A/pA, ·) �Z?0N 9:H�9/H�N"E4? H3N�;*� E4HG#0;4<KP"E=9�H
,3<)?_; � 9�HXGI?$#+O)?SG #+O7J�E=N$.

� J b)b ?S;=9�HKPMN"9:<)N"?!@'9�E4P)# 9:>@>@? H3N�# ?0N NI? g_w$#+O)?@P ?8#09�HKP NIG"<KE N_D�?A@.J a09�H ?G� b ;4E-# E NI?v. B 9:H7P E5D"� GI9:H7PMD�9�HG##<KHU>@9:Go*b OKE4P">@?
f : Gk → CWk

��E4; E4HKD�<)E=N b J:GRD"�G"7H)E NIE=9�H <)H > 9�G b O)E4P">@?iD�?iW:GI9:< b ?SP
g : Gk (A/pA)→ CWk (A/pA)

.

 J:E4P ?SHG#09�G"? b J�G D%�G"KH)E=N"E49:H Gk (A/pA) = j 9:>

(A/pA,A/pA)
? N#D�9:HG#+# ?0Ni? HKP"? >IH);4?+# 9:H3N"E4? H3Ni<)H � ;-� >@? H3Nb GIE-C3E4;4E=W�En�u,3<)E ?SP NM;*� E5D�? H3N"E=N��/. ��9:H E4>@J:W:? b J:G

g
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CWk (A/pA)
,3<)E ?SP N b G �$#0E5P�� >@? H3NR; � E4>^J�W:?D�?

f
,�<K?R;*� 9:H�C:9:<K;4J:E Ng# 9:HKP N"GI<)E4G"?/. 1 b G�w�P2#0?�GIJ b)b ? ; �:E4;7?�P Ng@.Jv#0E4;4?MD�?�P"?L# 9:H3C�J�E4HG#0GI?t,3<)?R; � J b)b ;4E-#SJ�NIE=9�H D"�G"7H)E=?M?SP N

W
* ;=E4H%��J�E4G"?/.
��H G"?SW�J�G+D�?_J�;49:G+P ;4J gGwB#+O)?5#09:> b 9�P�� ? #

M (Gk) // CW (A/pA)
wA // (A⊗W K) /A

�Z9�H�H)9��3J�<^?SP N[<KHXP"9:<KP�*
W
* >@9�D�<);4?RD�?

M (Gk)
,3<)? ;*� 9:H�C J#H)9�NI? G

L (G) ? NK#v� ?�P N ;=<KEX,3<)E	C�J b ? GI>@?0N NIG"?_D;� ?G� b ;4E
*
# E NI? G1H)9:N"GI?)# ;4J�P"P"E�"_# J�N"E49:H�.
�)R�[_P2[_UBZ WBZ\[	V ����� �������	� � !R68*�a:2�\ g \K!1��� *�6 ��,.!067$ h:! h:( \%67,`��6 � !0/-$ ! 6
�02�,`$ �K2 /�$ *�$ 2��=!0]^! 6K$ g \K! ��Z+*�68g \K! � ,`� � ( �-, \[!
2�\ ]^*�,`6K/i�=!-/i$ �"*�,5/ �f�"*��f�-,.(0$ (-/i/-\�, ��2�67$ !0/ �
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 F (M (GK)) ∩ L (G) = pL (G)
� 
 M (GK) = F (M (GK)) + L (G)
� 
 V|L(G) !0/-$ \�68!d2�� �8� ,[Z+2�$ ,.*�6 ,`6 � !^Z $ , � !

*�� F ! $ V h:(0/-, ��6f!0]^!067$[�I!-/ �K!^Z $ , � ! ]@! 6K$[�=! � �I*:�+!067,`\Z/i! $ �4! � ! �+/,ZI&�,.!S� \�63� 

��H D"�G"7H)E N
'D#0? >@9:>@? H3N <KH /-a /-$ �0]^! \ 6K, h:!��d*�68h�2 # 9:>@>@? ;4J D�9�H)H%�S? D;� <KH

Dk
* >@9�D�<);4?

M
,3<)EM?SP N

D�? ;=9�H)W:<)?S<)GL"KHKE=?�?SH NIJ:H3NI,3<)?
W
* > 9�D�<K;=?�? NdD;� <)H P"9:<KP�*

W
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L
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M
Cv�SG"E�"7J:H�N ;4?SP N"GI9:E5Pu#09�HKD�E=N"E49:HKPP"<)E-C J:H3N"?SP #

Q .
F (M) ∩ L = pL

A . M = F (M) + L� .
V|L

?SP N1<)H)? J bKb ;=E4# J�N"E49:H E=H6� ?$#-NIEnC�?
��H b ? <)N#D"�G"KHKE=G)H)E4? H ? H3N"?SHKD�< ;4J
# J�N�� W�9:GIE=? D�?SP_P"��P N w >@?SPh"KH)E5PiD�? j 9�HKD)J%. � ?SP 9vH"� ? NIP_P"9:H3N��$CZE4D�?S>@> ?SH3N

;4?SP P ��P N�wS> ?�P "7H)E4P_D�? j 9�HKD)J^NI? ;5P),�<K?dH)9�<KPLC:? HK9:HKP�D�?d;4?SP D"�B#0GIE=GI?v�8<)HU>@9�G b OKE4P">@?#? H3NIG"?
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?0N
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Dk
* ;=E4H%��J�E4G"? D�?

M
DKJ�HKP

M ′ ,�<KE ?SHQC�9:E4?
L

P <)G <)H P 9�<KP+*
W
* >@9�D�<);4?#D�?

L′ .%] ; ?�P N1E4H3N�� GI?SPIPIJ�H3NRD�?_G"?S>@J:G ,3<)?SG N"9:<)NMD�?iP <)E=N"?u,3<)?5# ?0N NI?u# J�N�� W�9:GIE=? ?SP NMJ6H	� ;4E4? H)H)?/.
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G+J�H)W <)H)? b <)E4PIPIJ�HG# ?_D)?

p
�);4?)# 9:< b ;=?
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W
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L
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Y:?SG
wOL))

NI9:<�NI?SP�;4?SP�;4E=>@E=N"?SPRE=HKD)<G#-NIEnC�?SP®� NIJ�H3N®�0NI? HKD)<)?SPRJ:<`� ?,�3NI? HKP"E49:HKP�"KHKE=?�P
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(CWK ,LK)

H�� ?SP N b J:P�<)H P"�ZP N�wS>@?h"7H)E D�? j 9:HKD)JG��>^J�E5P
E4; H�� �XJ+,3<KJ�HKDX>fU >@? J�<_#0<)H b GI9vH);-w >@? b 9:<)GRD"�,"KH)E4G1;=? j 9:>�.
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W = W (k)
D)J:HKP OK @.J�E5PIJ�H3N

# 9:>@>#<�NI? G�;4? D�E4J:W:G+J�>@>@? P"<)E-C�J�H3N #
k OKoo // K

k

OO

Woo

eK
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�Z9�E N G <)H OK * P�#+O%�S>^J ?SH W�G"9�< b ? "KH)E%? N b ;4J�N_D)? G+J�HKWX<)HK? b <)E4PIPIJ�HG# ? D�?
p
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L
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M (Gk)
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. B 9:>@>@? H#a 9:HKP1D�9�HG# b J�G b G���P ?SH�NI? G®#0?S;=<KE
*¦#0E .
LR9�<KP_J�;4;=9�HKP�? Hj@.J�E=NL@.J:E=GI?8# ?0N"N"?+#09:H7P NIG"<G#0N"E49:H D�?A@.J a09�H b ;4<KP Wv�SH%� G+J�;4?v�8? H b J�G"NIJ:H�N_D;� <)H
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9�H b 93P ?
M (p) = M ⊗W W
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W

?�P N)CZ<j# 9:>@>@?d<)H
W
* >@9�D�<);4?8C3E5JX;=?f()GI9vH8? H)E4<KP

σ : W → W
.

B 9�> >@?
σ

?SP N5H)E � ?$#-NIE¼@¢� E4;�?SP N�@.Jv#0E4;4? D�?@D"�B#0GIE=GI?
M (p) #8?SHUN+J�H3N5,�<K?dW�G"9�< b ? J6H	� ;4E=?SH�� E4;CP$� J�W:E=NiP E4> b ;=?S>@? H3N_D)?

M
��; � J/#-NIE=9�H D;� <)H�� ;-� >@?SH�N

w ∈ W P"<)G
m ∈M (p) ?SP NMD�9:H)HG� ? b J�G #

w ·m = σ−1 (w)m

� ?@()GI9vH8? H)E4<KP
F

?0N ;4? ��?SGIP #+O)E4?JH)<)HKW
V

D"�G"KHKE4PXP <)G
M

E4HKD�<)E5P ?SH3NXJ�;49:G+P^D�?SP J b)b ;4E4# J�NIE=9�HKP OK * ;4E=H%��J�E4G"?�P
F0 : M (p) →M

? N
V0 : M →M (p) .

��HA# 9:HKP"E4D%w GI?%>^J�E4H�NI? HKJ:H3N ;=?�D�E5J�W�GIJ:> >@?%P"<)E-C J:H3N$��,�<KE b 9:<)G <)H)?2@'9:E5P Hf� J�J�<G# <)H)? G+J�E5P"9:HiD;� U0N"GI?g# 9:>@>#<)NIJ�NIE¼@"#

m⊗W M
VM //

ϕM0
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p−1m⊗W M (p)

OK ⊗W M OK ⊗W M (p)FMoo

ϕM1

OO

] ;fPJ� J�W�E N >^J�E4H�NI? HKJ:H3N D�?_D"�$# G"E4GI?M;4?SP8gGw$#+O)?�PJ.
ϕM0

�'GI?SP b .
ϕM1

� b GI9�C3E4? HKH)? H3N D)?M; � E4HG#0;4<KP"E=9�HXD�?
m

D)J�H7P OK �.G"?�P b .D�? OK D)J�HKP
p−1m

�!. 1 N N"?SH3N"E49:H��%# ? Hf� ?�P N b J�P b 9�<)G®#0? ;5J+,3<)?�# ?SP�gGwB#+O)?SP�P"9:H3NK@'9:G�#!�S> ?SH3N E4H�� ?$#0N"E-C:?�PJ��?S;=;4?SP H)?_;4?
P"9:H3N b J:P�?SHXW/� H%�SGIJ:;*.`� ?SPRJ b)b ;4E-#SJ�N"E49:H7P

V M
?0N
FM

P 9�H3N$�%,3<KJ�H3Nt' ? ;4;=?�PJ�)D%�G"KH)E4?SP b J�G1;4?SP¯@'9�G">d<);=?�P1P <KEnC�J�H3NI?SP #
V M (x⊗m) = p−1x⊗ V0 (m)

FM (x⊗m) = x⊗ F0 (m)

�RHK?t#+O)9�P"?�E=> b 9:G"NIJ�H3NI?t'_G"?S>@J:G ,3<)?SG6"KHKJ�;4? >@?SH�N�?�P N2,3<)?�NI9:<KP�;4?SP%9vH"� ? NIPÓ�B#0GIE N+P�D)J�HKP2#0?1D�E5J�W:G+J�>@>@?1P 9�H3NC?SH
@.J:E N%D�?�P OK * >@9�D�<);4?SPC?0N(,3<)? N"9�<�N"?�P ;=?�P�J b)b ;4E4# J�NIE=9�HKPCP 9�H3N OK * ;=E4H%��J�E4G"?�PJ.���HI# 9:HKP"E5D"w GI? D)9:HG#v��D)J�HKP ;5JL#SJ�N � W:9�G"E4?
D�?�P OK * >@9�D�<);4?SP$� ;5J ;4E=>@E=N"?�D�E4GI?$#-NI?^D�?r#0?^D�E5J�W:G+J�>@>@?v. X%;4;4? b ?S<�N>U0NIG"?^D"�B#0GIE NI? D�?+@.J a09�HU?G� b ;4E4#0E=N"?E#09�>@> ? ;4?
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MOK =
(OK ⊗W M)⊕

(
p−1m⊗W M (p)

)
{(
ϕM0 (u)− FM (v) , ϕM1 (v)− V M (u)

) ∣∣u ∈ m⊗W M, v ∈ OK ⊗W M (p)
}
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p = 2
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MOK
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FM : p−1m⊗WM (p) →MOKD"��D�<)E=N"? D�?[; � E=HG# ;=<7P E49:HA#SJ�H)9�H)E4,�<K?[D�?
p−1m⊗WM (p) D)J:HKP

(OK ⊗W M)⊕
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p−1m⊗W M (p)

) .e� ? ��?SGIP #+O)E4?JH)<KH)W
;4<)E�P"? G+J�; � J b)b ;4E-#SJ�N"E49:H
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(1⊗ V0)⊕

(p⊗ E5D
) : (OK ⊗W M)⊕

(
p−1m⊗W M (p)

)
→ OK ⊗W M (p)

b J�P"P"?_J�<�,3<)9:N"E4? H3N$. ] ; ?�P NK@.Jv# E=;4?_D�?)Cv� GIE�"K? GK,3<)?
NI9:<�Nt#0?S;4JI@.J:E N&# 9:>@>#<�NI? G1;4? D�E5J�W:G+J�>@>@?_P <)E-C�J�H3N #

M (p)
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F0 // M

��

V0 // M (p)

��
p−1m⊗W M (p)

FM // MOK
VM // OK ⊗W M (p)
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FM

? Nu#09:Y�? G
F0

� ?SH�NIG"? Y:?SG
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?0NiY:?SG
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ιM : OK⊗WM →MOK
D%�SD�<)E=N"? D�?%; � E4HG# ;=<KP"E49:H

#SJ�H)9�H)E-,3<)?_D�? OK ⊗W M
D)J:HKP

(OK ⊗W M)⊕
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p−1m⊗W M (p)
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1 C J:H3NMD�? b 9�<)G+P <)E-CZG"?/�ZE=;�C�J@H)9�<KP¯@.J�;4;49:E4GRD"�$# G"E4G"?_<)H b ? < b ;4<KP b G��B#0E5P{�S> ?SH3N�;4? OK * > 9�D�<K;=?

CWk,OK (A) =
(CWk (A))OK

9�W
A

?�P NR<)HK? OK * J:;=W/wJH)GI?h"KH)E4?v.#�MH)? b GI9 b 9�P"E NIE=9�HXW/� H%�SGIJ:;=? b GI9:<%C/� ?iD)J:HKP 
 ()9:H � � � � b J�W�? Q � � �D�E=N&,3<)?_;*� J bKb ;=E4# J�N"E49:H #

ιCWk(A) : OK ⊗W CWk (A)→ CWk,OK (A)?�P NRP"<)G\� ?B#-NIEnC�? ? N&,3<)?iP 9�HXH)9��3J�< PJ� E4D)? H3N"E�"K?u' #

K =

∞∑

n=1

E4> (
mpn−1 ⊗W

Y:?SG
V n
)

9 W
V

D"��P E4W:HK?hH)E=?SH ? H3N"?SHKD�< N"9�<�� 9:<KGIP@;4? ��? G+P�#+OKE=?$H)<)H)W_�(#0?�#09�< b *¦#0ERP"<)G
CWk (A)
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CWk,OK (A)

PJ� E5D�? H3N"E�"K? J:<
,3<)9:N"E4? H3N
(OK ⊗W CWk (A)) /K
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W
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wA : CWk (A/pA)→ (A⊗W K) /AX%H�� N"? H7D)J�H3N1;=?�PRP # J�;5J�E4GI?SP¯' OK ��9:H 9vH�NIE=?SH3N�<KH)? J b)b ;=E4# J�N"E49:H OK * ;4E=HG�SJ�E4GI? #
w̃A : OK ⊗W CWk (A/pA)→ (A⊗W K) /A
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��H b ? <�N@J�;49:G+P_> 9�H3N"GI? G�� Z[� 
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CWk,OK (A)

.%��H�9/H�N"E4? H3N[J:E=HKP"E_# ?L,3<)E	C�JiWv�SH%� G+J�;4E4P"? G%J:<�# J�P b ? <�G+J�>@E�"G�R;4?RG^&:;4?D�?
wA

'^PIJ�C:9�E=G ; � J b)b ;4E-#SJ�N"E49:H OK * ;=E4H%�SJ:E=GI?$#
w′
A : CWk,OK (A/pA)→ (A⊗W K) /A
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HKJ�N"<)GI? ;4;4? >@? H3N E=HG# ;=<7P DKJ�HKP
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. B ? N NI?@g_w$#+O)? D;� E=HG# ;=<7P E49:H
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M (Gk)OK →
CWk,OK (A/pA)

.k��H G"?SW�J�G+D�?_J�;49:G+PK#09:>@>@? b G �$#!��D�? >@>@? H3N1;5J8# 9:> b 9�P�� ? #

M (Gk)OK // CWk,OK (A/pA)
w′

A // (A⊗W K) /A
��H
C J@HK9�N"?SG�"KHKJ:;=?S> ?SH3N

L (G) ;=?_H)9��3J�<XD)?u#0?0N"N"? gGwB#+O)?5#09�> b 9�P�� ?/.%�f'd? HG# 9:GI?v��;4?5#09:< b ;=?
(M (Gk) , L (G))H�� ?SP N b J:PA,�<K? ;4#09:H_,�<K?v� E4;(Cv�SG"E�"K?r#0?SG N+J�E4H)?SP b GI9 b GIE-�0N���P5,3<)E2#09�G"GI?SP b 9:HKD�?SH3N)'�#0?S;=;4?SPiD)?^;4J b GI9 b 9�P"E=N"E49:H � . � . � . Q .0%;4<KP b G��B#0E5P{�S> ?SH3N�9�H J ;5J b G"9 b 93P E=N"E49:H P"<)EnC�J:H�NI? #

�)R�[_P2[_UBZ WBZ\[	V������ �����
��� � ��!^Z#�=!0/#h:( \%6K,`$ ,.*�6K/ �8�"(�Z+(+h:! 6K$ !-/��%�=!�Z+*�\��8�4! (M (Gk) , L (G)) � ( �-, \[! �
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 L (G) /mL (G)→ Z+*��:! � FM(Gk) !0/-$[\�6 ,5/ *�]@*�� �)&Z,5/-]^!
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 VM |L(G) !-/-$ \�68!d2�� �f� ,[Z+2�$ ,.*�6 ,`6 � !�Z $ , ��!
��H GI? >^J�G�,3<)? G+J�,3<)? ;*� J b)b ;=E4# J�N"E49:H
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,3<)EfP <)E-C:?SH3N D�E4G"?B#-NI? >@? H3N

εαi
. X H b J:G NIE-# <);=E4? G ∑
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∀i, ∀j < mi,
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n=0

p−n−1bp
n
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9 W
b−j,i ∈ OL

D"�SP"E=W�H)?_<)H G"?S;nw$C:?S> ?SH3NK,3<)?S;-# 9:HG,3<)?iD�?
a−j,i

.
] ;CPJ� J�W�E NR>^J�E4H3N"?SHKJ�H3N�D;� ?G� b ;4E4#0E=N"? G P <KGM;4?SP

yi
; � J/#-N"E49:H H7J�N"<KG"?S;=;4?#D�?fi_J�; (
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) P"<)G GK (K̄) . ��HUJ^?SH�@.J�E=N;5J b G"9 b 93P E=N"E49:H P <KEnC�J�H3NI?$#
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σ (yi) = θq−1 (σ)µi yi
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pr−n + . . .+

r∑
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µq−1

(
k̄
) .#�ZEf;*� 9:H�#+O)9�E4P"E N�D)J�H7P
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p
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ζ
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) ;5JdGI? ;5J�NIE=9�H #

σ (ζ) = θq−1 (σ) ζ
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E4> b ;=E4,3<)? H3N #

Q . ∀i, bpni0,i = b−mi+1,i+1 (mod p)
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0
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p
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�79:H J�J:;=9�GIP

b−j,i
#09:HKW:GI<�'
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p
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?�P N�;=? GI?SP N"?dD�? ;5J�D�E-C3E5P"E=9�H ?S<G#0;4E5D�E=?SH)H)? D�?
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b J�G

r
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j < mi

;5J+#09�H)W:GI<)? H_#0?_P <)E-C�J�H3N"? #
bq−j,i = (−p)µi,j b−j,i (mod pµi,j+1)

9 W�� b J�GRD%�G"KH)E=N"E49:H #
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j∑

n=1

pr−n +

j+ni+mi+1∑
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j+ni+mi+1+ni+1+mi+2∑
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pr−n + . . .+
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. B ? ;5JdE4> b ;4E-,3<)? J:<KP"P"E�,3<)?

µi,j < pr = q
.

X%H @.J�E=N$� P E
µ
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0 6 µ < q

?0N
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C/� GIE
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NI9:<�� 9�<)GIP <)H
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v (α0) > µ+ 1

α1
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�ZE
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D"��P E4W:HK?�' H)9�<%C:?�J�<�<)HK? G+Jv# E=HK?

(q − 1)
* E-w >@? D)? ; � <)H)E=N��v�
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[λ]

��

(CWK ,LK)

σ

��
(M,L)

f // (CWK ,LK)

? N®# ? b 9�<)G�N"9�<�N
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$^.:;q/I9120X[9ë47]W4j20XqY1/&%
• N

\[`c/{68u0;?]_Y1.zew, ]_;q/{]_@¡Z?e8]�\[]_/I]_;G9368]7Y}/I;q.L91X?Y3]_e8/'%
N = {0, 1, 2, 3, . . .}

• N?
\[`_/368u0;?]_Y1.ze , ]7;a/{]_@¡Z?e8]�\[]_/(]_;G9368]7Y}/b;a.L93XqY3]_e8/I;?2x;è;GXqe8/'%

N? = {1, 2, 3, . . .}
• Z

\[`c/{68u0;?]_Y1.zew, ]_;q/{]_@¡Z?e8]�\[]_/ë]7;G9368]7Y}/IY3]_e8.:936Amn/'%
Z = {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .}

• Z?
\[`_/368u0;?]_Y1.ze , ]7;a/{]_@¡Z?e8]W\[]_/I]_;G9368]7Y}/IY3]_e8.:936Amn/I;?20;
;5X?e8/(%

Z? = {. . . ,−3,−2,−1, 1, 2, 3, . . .}

)+*-, .�/103214653272�8:9�8�;(0<9�4�8:=+/�8?>�8?4�8@9�21AB8@9DC�E1ABFG9�8(*�*�*
H@IKJLIMJ NPO3Q �SRUT �WV �YX O � Z/10Z Z
[ 20@r@r]7;]\j20;a/IVq.:Y(68;G93Y125\?X?6AY1]^eA]c/(;?2:9}.L916A2x;q/I/{X?68gL.:;G93]c/'%
• 0̇

/3]7Y}.�X?;
]7;G9368]7Yë;a.L93XqY3]_e�sxXq]7et4j20;asxXq]l/3]^93]_Y3@r68;q.:;G9(Vq.:Y
0

• 1̇
/3]7Y}.�X?;
]7;G9368]7Yë;a.L93XqY3]_e�sxXq]7et4j20;asxXq]l/3]^93]_Y3@r68;q.:;G9(Vq.:Y

1���
• 9̇

/3]7Y}.�X?;
]7;G9368]7Yë;a.L93XqY3]_e�sxXq]7et4j20;asxXq]l/3]^93]_Y3@r68;q.:;G9(Vq.:Y
9

^(]_@r.0Y1sGX?2x;q/UsGX?]!e8.h\[`B_q;q6Â916A2x;WV?Y1`_4j`c\[]7;G91]-;�, .ëY16A]_;¡\[]!Y168u020XqY3]_X[|P�B`³eG.0X?Y}.:6A9U@r6A]_X[|lmn.:e8eAX¡\?`B_q;?68YUVa.:Y¤]j|[]7@rV?e8]
0̇
4720@r@r]>ew, ]_;q/3]7@¡ZqeA]^\[]_/!;?20@zZ?Y3]c/!/3]ë91]7Y1@�68;q.0;x9dVq.:Y

0
V?e8X[9Ka09dsGX?]^4j20@r@r]>ew, X?;�sGX?]7et4j2x;qsGX?]>\P, ]7;G91Y3]h]7X[|PkG@r.068/

47]7et.z;q]l4}Ca.:;?ux]7Y}.¡Y16A]_;pVa.:Y(et.�/3X?6A93]�]79(40, ]c/R9>/1.:;a/(\[20X[91]lV?eAXa/ë/{68@rV?e8]W\[]lg02068Y(e8]_/(4}C?2G/{]c/d\?]W4j]j9393]lmn.U\j20;U�

+-, ]7;a/{]_@¡Z?e8]
Z/10Z

]_/{9>.:e820Y}/dVq.:Y(\[`�_q;?6A936820;b%

Z/10Z =
{
0̇, 1̇, 2̇, 3̇, 4̇, 5̇, 6̇, 7̇, 8̇, 9̇

}

`³eU/_, .0u06A9ë\[20;q4l\P, X?;è]7;a/{]_@¡Z?e8]&_q;?6U4720@rVa2xY{9}.:;G9
10
`7e8`7@r]7;G91/_�

H@IKJLIdc egf<h �?��T[�{�
i�Rkjë�Li�R
Z/10Z

[ ]¡sGX?]�ew, 2x; /3.06Â9>\?]7V?X?6t/>sGX?]�ew, 20; /1.:6A9ë]Bl�]_4í91X?]7Y^\[]_/ë20V	`7Y}.L936820;a/I@r.068/hsGX�, 68e�]c/R9>Y1]7@B.0Y1sGXq.0Z?eA]�\[]z4j20;a/R9}.L93]_Y
6t4j6wkL4:, ]_/{9�sGX?]IV	20X?Y�4_.:et4jX?e8]7YÈe8]I\?]7Y1;?6A]_Y�4}C?6ml�Y1]d\P, X?;?](/320@r@r]I20Xz\�, X?;�V?Y12[\[X?6A9_kL68e?/{Xonr9-\[](4j2x;?;q.Ly891Y3]deA]c/�\[]7Y1;?68]7Y}/
4}C?6pl�Y3]c/(\[]_/I;?2x@¡Z?Y1]_/IsGX?]�ew, 2x;
.x\?\[6A936820;?;q]�20X
@¡X?eA9368V?e8]0�

[ ]7et.lV	]7Y1@�]79b\[]ëgx2068Y!sGX?](ew, 2x;BVa]_X[9b]_;zmn.06Â9d.0\?\[6A936820;q;?]7Yb]j9!@zX?eÂ916AVqeA68]7Y!\?6AY1]_4j93]7@r]_;x9beA]c/-`7e8`7@r]_;x9}/-\[]
Z/10Z

�q�.:Y!]j|[]7@rV?e8]>/3X?V?V	2x/320;q/-sGX?]>e , 20;Bgx]7X?68eAe8]ë@zX?eÂ916AVqeA68]7Y
3̇
Vq.:Y

7̇
�5~h;=4}Cq206t/{6A9b.:e820Y}/ÈX?;=;q20@¡ZqY3]ë/3](93]_Y3@r68;q.:;G9-Vq.0Y

3
k

Vq.0Y(]j|[]7@rV?e8]
13
k[Xq; .:X[91Y3]�/3]l93]7Y1@r6A;a.:;G9(Vq.:Y

7
Vq.0Y(]j|[]7@rV?e8]

47
�a~h;p@zX?eÂ916AVqeA68]

13
]j9

47
]_;G93Y1]^]_X[|Pk?20;
91Y32xX?g0]

611
]j9(2x;�;?]^ux.0Y1\[]^sGX?]he8]l\[]7Y1;?68]7Y(4}C?6pl	Y1]0�ord6A]_;�]_;x91]7;q\?Xp4j]l\[]_Y3;?68]7Y(4}C?6pl�Y3]^;?]l\[`7V	]7;q\pVq.x/b\[]c/dY3]_V?Y3`c/{]_;G91.:;G9}/

sGX?]lew, 2x;
.B4}C?2x68/36�Va2xX?Y(mn.06AY1]he8]W47.0e847X?ew�?<ë68;q/{6U6Ae�]c/R9ëe8`7ux6Â916A@r]�\[]�V	2x/3]7Y<%

3̇× 7̇ = 1̇

rd6A]_;É]_;x91]7;q\?X�k�Va2xX?Y>mn.06AY1]r4j]z4_.:et4jX?ewk�6Ae�.0X?Y1.06Â9^`j91`zV?e8Xq/hY3Xa/{`r\[]z4}Cq206t/{68Yhe8]_/hY1]7V?Y1`_/3]7;G91.:936820;q/
3
]79

7
V?eAX?9Ka:9

sGX?]
13
]j9

47
�ts-;o_q;UkqZ	20;�ku\_.z9320@zZa]�/320Xq/Ie8]W/3]7;q/_�

$hY3]c/3/320;q/de8]_/I9}.:Z?e8]_/(\�, .x\?\[6A936820;è]j9ë\[]�@zX?eÂ916AVqeA6t47.:936820;Ì\[]
Z/10Z

�a~h;p91Y32xX?g0]�%
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+ 0̇ 1̇ 2̇ 3̇ 4̇ 5̇ 6̇ 7̇ 8̇ 9̇

0̇ 0̇ 1̇ 2̇ 3̇ 4̇ 5̇ 6̇ 7̇ 8̇ 9̇

1̇ 1̇ 2̇ 3̇ 4̇ 5̇ 6̇ 7̇ 8̇ 9̇ 0̇

2̇ 2̇ 3̇ 4̇ 5̇ 6̇ 7̇ 8̇ 9̇ 0̇ 1̇

3̇ 3̇ 4̇ 5̇ 6̇ 7̇ 8̇ 9̇ 0̇ 1̇ 2̇

4̇ 4̇ 5̇ 6̇ 7̇ 8̇ 9̇ 0̇ 1̇ 2̇ 3̇

5̇ 5̇ 6̇ 7̇ 8̇ 9̇ 0̇ 1̇ 2̇ 3̇ 4̇

6̇ 6̇ 7̇ 8̇ 9̇ 0̇ 1̇ 2̇ 3̇ 4̇ 5̇

7̇ 7̇ 8̇ 9̇ 0̇ 1̇ 2̇ 3̇ 4̇ 5̇ 6̇

8̇ 8̇ 9̇ 0̇ 1̇ 2̇ 3̇ 4̇ 5̇ 6̇ 7̇

9̇ 9̇ 0̇ 1̇ 2̇ 3̇ 4̇ 5̇ 6̇ 7̇ 8̇

× 0̇ 1̇ 2̇ 3̇ 4̇ 5̇ 6̇ 7̇ 8̇ 9̇

0̇ 0̇ 0̇ 0̇ 0̇ 0̇ 0̇ 0̇ 0̇ 0̇ 0̇

1̇ 0̇ 1̇ 2̇ 3̇ 4̇ 5̇ 6̇ 7̇ 8̇ 9̇

2̇ 0̇ 2̇ 4̇ 6̇ 8̇ 0̇ 2̇ 4̇ 6̇ 8̇

3̇ 0̇ 3̇ 6̇ 9̇ 2̇ 5̇ 8̇ 1̇ 4̇ 7̇

4̇ 0̇ 4̇ 8̇ 2̇ 6̇ 0̇ 4̇ 8̇ 2̇ 6̇

5̇ 0̇ 5̇ 0̇ 5̇ 0̇ 5̇ 0̇ 5̇ 0̇ 5̇

6̇ 0̇ 6̇ 2̇ 8̇ 4̇ 0̇ 6̇ 2̇ 8̇ 4̇

7̇ 0̇ 7̇ 4̇ 1̇ 8̇ 5̇ 2̇ 9̇ 6̇ 3̇

8̇ 0̇ 8̇ 6̇ 4̇ 2̇ 0̇ 8̇ 6̇ 4̇ 2̇

9̇ 0̇ 9̇ 8̇ 7̇ 6̇ 5̇ 4̇ 3̇ 2̇ 1̇
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~h;p4720;q/{91.:93]^/{X?YIe8]_/!91.0Z?eA]c/dV?Y3`c4j`c\[]7;G93]c/bsGX?]xk5Z?6A]_;�`_gG6t\[]_@�@r]_;x9ck?.L�R2xX[93]_Y
0̇
20X�@zX?eA9368V?eA68]7YIVq.0Y

1̇
;?]l4}Cq.:;qu0]

Vq.x/IeA]lY1`_/3X?eA91.L9c�os-;Ì20X?93Y1]0k[@¡XqeÂ916AV?e868]7Y(Vq.0Y
0̇
m 2xX?Y1;?6Â9(9120XL�R2xX?Y}/IX?;pY1`_/3X?eA91.:9I`_ux.0e�v

0̇
�

H@IKJLI�� � X O ��T?�{�
i�RPj>�Li�R
Z/10Z`³eI.:Y1Y368g0]r91Y3fc/¡/320X?gx]7;G9zsGX?]�\[]c/¡VqY32xZ?eAf_@r]_/¡\�, .0Y36A93C?@r`7936tsxXq]�/{]pY3`c\[X?6t/{]_;G9zvÌet.ÌY3`c/{2xeAX?936820; \P, `_sGXq.:936820; Vq.0Y

]7|5]_@rV?eA]�\?.0;q/
Z/10Z

���ë2xXq/(.:e8eA2x;q/Ig02x6AY(4720@r@r]7;G9ëe , 20;
V?Y12[4jf_\?]^V	20XqY(Y3`c/{2xXq\[Y1]^47]_/I`_sGXq.:936820;q/_�

ẋ+ ȧ = ḃ
+�]rY1`_/3X?eA91.L9l68@�V	20Y391.0;G9lvpY3]_@B.:Y}sxXq]7Y^68476 kP]79lsGX?]rew, 2x;ÉV	]7X[9WVq.0Yl]j|[]7@rV?e8]zgx2068Y�/{X?Yle8]_/h91.0Z?e8]_/^V?Y1`_4j`c\[]7;G91]_/_k

]c/R9lsxXq]¡V	20X?Yh932xX[9^`_eA`_@r]7;G9
ȧ ∈ Z/10Z

ka68e¤]j|[68/{93]zX?;É`_eA`_@r]7;G9
ȧ′ ∈ Z/10Z

91]7e�sGX?]
ȧ + ȧ′ = 0̇

���ë;É93]7e
ȧ′
]_/{9

X?;q68sGX?]l]j9>/_, .:V?V	]7e8eA]�ew,��
	�	���
��z\[]
ȧ
�

<ë68;q/36ÈY3`c/{2xXq\[Y1]We , `_sGXq.:936820;É\?]�\[`_Vq.:Y39h]c/R9�sGX?]7etsGX?]z4}Cq2x/3]z\[]r/{68@rV?e8]0k	6Ae�/3Xonr9l\P, .L�R2xX[93]_Y
ȧ′
\[]c/h\[]_X[|É4Ba093`c/

\[]lew, `_ux.0eA6A93`x�a~h;
2xZ[9368]7;G9<%
ẋ = ḃ+ ȧ′[ , ]_/{9(e , X?;?6tsGX?]W/{2xeAX?936820;��

ȧẋ = ḃ+Uv^]_;q4j2xY3]xkL6Ae[;?2xXq/¤mn.:Xa\[Y1.06Â9È91Y32xX?g0]_Y¤Xq;�`_eA`_@r]7;G9
ȧ′
93]_eqsGX?]IeA](V?Y12[\[X?6A9

ȧ× ȧ′ /{2x6Â9�`7uG.:e?v 1̇
�x~h;r@zX?eÂ916AVqeA68]7Y}.:6A9

.0eA2xY1/dVq.0Y
ȧ′
\?]_/ë\[]_X[|p4�a:93`c/I]j9ë2x;
.0X?Y1.06Â9(X?;q]�]j|[V?Y1]_/1/{6820;pVa2xX?Y

ẋ
���>;
93]7e

ȧ′
/7, .:V?V	]7e8e8]^ew,�����������
��z\[]

ȧ
�

� 20X[91]jm 206t/_kÈ4720@r@r]�2x; V	]7X[9Be8]
4720;q/{91.:93]7Yr/3X?Yze8]_/z9}.:Z?e8]_/_k 68e(;�, ]_/{9�Va.0/zgGY}.:6IsGX?]p9320X?9�`_eA`_@�]_;G9r.x\[@r]j9rX?;
68;5g0]7Y}/3]0�

2̇
Vq.:YB]7|5]_@rV?eA]Ì;U, ]_; .x\[@r]j9=Vq.x/7� 
É.:6t/B4j]7et.�/{] 4720;u\7206A9r93Y1f_/rZ?68]7;�%-V?Y1]7;q20;q/rX?; ]_;x916A]_YB;q.L91X?Y1]7e>/3]

91]7Y1@�68;q.0;x9IVq.0Y
2
k?4j]l;?2x@¡Z?Y1]h]c/R9(Vq.06AYI]79d9120Xq/(47]_/d@¡XqeÂ916AV?e8]_/>/{]_Y32x;x9I\[20;a4hVa.:68Y1/_�[<ë68;q/{6P68eP;�, ]_/{9(Vq.0/IV	2x/1/{68Z?e8]h]_;

e8]l@¡X?eA9368V?e868.0;x9ëVa.:Y(X?;Ì.:X?93Y1]^;q20@¡ZqY3]l\P, 20Z[91]7;?68YëX?;
]7;G9368]7Yh/{]^93]_Y3@r68;q.:;G9(Vq.0Y
1
sGX?6 /{]_Y1.06Â9(.:e820Y}/d6A@rVq.06AYc�

�ë;E`7e8`7@r]7;G9lsxXq6¤.x\[@r]j9hXq;É68;Ggx]7Y}/{]¡]_/{9^sGXq.:e86p_q`z\P,�����������
��������7� `³e ]c/R9hmn.0476Ae8]z\[]¡mn.:68Y3]ze8.�eA6t/{93]z\?]_/h6A;5g0]_Y1/368Z?eA]c/
\[]

Z/10Z
k[68eU/7, .:ux6Â9ë\[]

1̇
k
3̇
k
7̇
]79

9̇
�

<ë68;q/36 V	20XqYhY1`_/320Xq\?Y3]�ew, `csGXq.L916A2x;
3̇ẋ = 2̇

Va.:Y>]7|[]7@rV?e8]0k	6AeÈ/{X n�9�\[]W@zX?eA9368V?eA68]7Y^Vq.0Y
7̇
\?]_/^\[]7X[| 4�a:93`c/7� [ ]7et.

;�, ]_/{9�V?e8Xq/^go.0e8.0Z?e8]�V	20XqY^ew, `_sGXq.L916A2x;
2̇ẋ = 3̇

sGX?6 kP]_eAe8]0k�;�, .
Vq.0/l\[]B/320e8X[936820;U� s-;EY1]7gL.0;q4}C?]0k�ew, `csGXq.L916A2x;
4̇ẋ = 2̇.x\[@r]j9ë\[]7X?|
/320e8X[936820;q/(sGX?6�/320;G9

3̇
]j9

8̇
�

)+*��
10

2! 8#"%$'& A�>!(�0)" /�2*( 8�/70<9,+ A�$S9�0(A 9�8.-
H@I c@IMJ / �10ë�MR5�{�
i&� O V%2 �Kj>�R��i�ië�
3)4,576�8�97:<;>=%?�@%?�AB?�AB?DC ��������E

a
��E
b F ��G�HI���BE�������
#�J����K�EL� M

�N,���O
�GP	Q	���
�� b 6= 0 R�S ���T��
U�����JHQ�V
WE1�DGX�pX?;?6tsxXq]IY���GP	����

F[Z ���BE�������
 (q, r)
E\���]
_^�G��

� `
a = bq + r��� `
0 6 r < |b|

� Y32xX?g0]_Yde8]¡4720X?V?e8]
(q, r)

\[Xè93C?`_20Y1f7@r]l]_/{9>4j]WsGX?]�ew, 2x;Ì.:V?V	]7e8eA]a��bc��Y�E�G����d��K F ���P�V
����T�<��G�Y��e� F ��������� F � a 	�KT�
b
�
q
/7, .:VqVa]_eAe8]leA]O^�G���EL�����BEd\?]l47]j9393]W\[68g568/36A2x;p]_Xq4je86t\[6A]_;?;?]�]79

r
e8]I�J�W
WE1�j�

qÈ20X?YB]�l	]c4í91X?]7Y=Xq;?]É\[68g568/36A2x; ]_Xq4je86t\[6A]_;?;?]xk-20; mn.:6A9=Vq.0Y=]j|[]7@rV?e8]Ì4j2x@�@r]Ìew, 2x; .�.0V?V?Y168/�\?.:;q/re8]_/=Va]7936A93]_/
47e8.x/3/3]_/_�L`³eëmn.0X[9=mn.:68Y1] .L9{91]7;G936820; 47]7V	]7;q\q.:;G9�e820Y}/3sGX?]Ì\[]c/=;?2x@¡Z?Y1]_/r;?`_ux.:936Amn/=68;x91]7Y1g56A]_;?;?]7;G9c� q�.:Y=]7|5]_@rV?eA]xk!et.
\[68g568/36820;
]7Xq47eA6t\[68]7;?;?]�\[] −17

Vq.0Y −4
/_, `_4jY16A9'%
−17 = (−4)× (−5) + 3
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]79I;q20;èVq.0/'%
−17 = (−4)× (−4)− 1

s-;�]Bl�]j9b68eamn.:X[9dZ?6A]_;�/3]ëY1.0V?V	]7e8]7YbsGX?]he , 20;B68@rVa2G/{]^sGX?]ëe8]>Y1]_/{93]>/3206A9!V	2x/36Â916ÂmbDn]j9I/R91Y36t4í91]7@r]7;G9!V?e8Xq/bVa]7936A9IsGX?] |b| Tí�
H@I c@Idc / h V �!� f �
R5� T?�{�
i&�Si
	h�LRx�

n
~h;1_?|[]W\?.:;q/(47]�4}Cq.:V?6A93Y1]l]j9>\?.0;q/Ie8]W/{X?68gL.:;G9(X?;è]7;G9368]7Y

n > 2
�

3)4,576�8�97:<; ='?V@'?V@'?�A ?dC ����E
a
GX� ���BE������ � KTE�GX�J��� R�� � �JHQ�V
WE1� GX� �¡X?;?6tsGX?] 
WGX��E1� (ai)i>0 F[Z ���BE�������
)E\������� ^�G���
� `

(ai)
��
WE �BGX�������d	�KT�WE���� F[Z GX� Y����WE\KT��� �JKT� ���� ` 	���GX� E1��GXE

i
N
0 6 ai < n����� `

a = a0 + a1n+ a2n
2 + . . .+ ain

i + . . .

~h;èY3]_@B.:Y}sxXq]^\?.0;q/IX?;
932xX[9ëV?Y1]7@r68]7YI93]_@rVq/ësGX?]le8.B\?]7Y1;?6Af_Y3]l/320@r@r]�`_4jY16A93]l]_/{9ë]7;
Y3`c.:e86Â91`&_q;?68]�V?X?6t/3sGX?]�et.
/3X?6A93]

(ai)
]c/R9(;5X?e8eA]�v�Vq.0Y{916AY(\P, X?;è4j]7Y391.06A;p@r20@r]7;G9_�?+ .r/{X?6A93]

(ai)
]_/{9ë.:V?V	]7e8`7]let. F ��Y
���D	���
W��EL����� ��� �
K�
��

n
\?]

ew, ]_;G9368]7Y
a
�

qÈ20X?Yd\[`7@r2x;x91Y3]_Y!4j]ë93C?`_20Y1f7@r]0kx6Ae�/7, .:ux6Â9d/{68@rV?eA]_@r]7;G9b\[]>mn.:68Y3]>\?]_/!\?6Ag56t/{6820;q/!]7Xq47eA6t\[68]7;?;q]_/_� q-e8Xq/bV?Y3`c4j6t/{`_@r]7;G9
et.=\[]_Y3;?68f7Y1]W4j2x;q\[6A936820; ;q20Xq/h\[6Â9lsGX?]

a0 F ����E��793Y1]We8]¡Y1]_/{93]¡\[]¡e8.=\?6Ag56t/{6820; ]_Xq4je86t\[6A]_;?;?]¡\?] a Vq.:Y n k	e8]zsGX?2:916A]_;G9\[]�47]j9{91]W\[68gG6t/36A2x;
/3]7Y}.
a1 + a2n+ . . .+ ain

i−1 + . . .
�

qÈ20X?Y^\[`j91]7Y1@r6A;?]_Y>et.=\[`c4j20@rV	2x/36Â916A2x; \[]
a
]7; Za.0/3]

n
ka2x; 4j20@r@r]7;a4j]¡\[2x;q4�Vq.0Y>]�l	]c4í93Xq]7Y^e8.=\?6Ag56t/{6820;Ì]_Xq4je86��

\[68]7;q;?]�\[]
a
Vq.0Y

n
�?+U]^Y1]_/{93]^m 2xX?Y3;q6Â9ë.:e820Y}/de , `7e8`7@r]_;x9

a0
���hXq.:;G9(.:XèsGX?2:916A]_;x9ckq/1.z\[`c4j2x@�V	2x/36A936820;
]7;
Zq.0/3]

n
gL.

m 2xX?Y3;q6AYheA]c/>.:X?93Y1]_/(91]7Y1@r]_/>\?]¡et.�/3X?6Â91]0��~h; \[`_4720@rV	2x/3]¡\[20;a4¡4j]zsxXq2:9368]7;G9^]7; Zq.x/{]
n
]j9hV	20XqYh4j]_e8.�20;Ì]�l	]c4í93Xq]

et.Ì\[68gG6t/36A2x;�]_Xq4je86t\[6A]_;?;?]=\[]p4j]7e8X?6��±476-Vq.0Y
n
�U+�]BY1]_/{93]=\?]�4j]79{93]=\?6Ag56t/{6820;�gL.Ì]7;�mn.06Â9Wm 2xX?Y1;?6AY

a1
]79¡20; 4720;G9368;5X?]

]_;q/{Xq6Â91]l.ogx]_4heA]�;q20X?gx]_.:X
sGX?2:916A]_;x9ë2xZ[93]_;5X��
qÈ20X?Y(VqY32xX?g0]_Y
_q;a.:e8]7@r]7;G9ëe8]h91C?`72xY3f_@r]0k[68e�/7, .:ux6Â9ë\[]lg02x6AYësGX?]�47]7et.�/_, .:Y1Y��793]>]_;èX?;è;?20@zZ?Y3] _q;?6 \[]�\[6Ag56t/{6820;a/

]_Xq4je868\?6A]_;?;?]_/_kx40, ]c/R9��±v��±\?6AY1]ësGX�, .0XBZa2xX[9d\�, X?;�@�2x@r]7;G9b2x;r9320@zZa]^/{XqY!X?;�sGX?209368]7;G9!;5X?ew���É.:6t/!/36qe8]hsGX?2:916A]_;G9!;�, ]_/{9
Vq.x/d;GXqe k[68ePgL.z\[`c4jY12Lyt93Y1]^/{93Y16t4í93]_@r]7;G9(V?X?6t/3sGX?]lew, 2x;p\[68g568/3]lVq.:YIX?;
;?20@zZ?Y1]hV?e8Xq/IuxY1.0;q\=2xX�`7uG.:ePv

2
�a~h;è4j20;a4je8X[9

.0eA2xY1/d]7;è\[6t/3.0;G9(sGX?]l9120X[91]W/{Xq6Â91]l/{93Y16t4í93]_@r]7;G9>\[`_47Y32x68/1/1.:;G93]^\P, ]_;G9368]7Y}/I;q.L91X?Y3]_e8/(/_, .:Y1Y��793]hm 20Y}4j`7@r]_;x9c�
q-Y1`_/3]7;G932x;q/Èe8]_/-4_.:et4jX?et/-/3X?Y-X?;r]j|[]_@�VqeA]x���5X?VqVa2G/{2x;q/�sGX?](e , 20;Bgx]7X?68e8eA]ë\[`793]_Y3@r68;?]7Y�et.�\[`_4720@rV	2x/36Â916A2x;�]_;rZq.0/3]

7
\[]

125487
�[~h;è]�l	]c4í93Xq]W.:e820Y}/d/3Xq4_4j]_/1/36Agx]7@r]7;G9IeA]c/(\[6Ag56t/{6820;a/I]7Xq47eA6t\[68]7;?;?]c/<%

125487 = 7× 17926 + 5

17926 = 7× 2560 + 6

2560 = 7× 365 + 5

365 = 7× 52 + 1

52 = 7× 7 + 3

7 = 7× 1 + 0

1 = 7× 0 + 1

~h;
g0206A9ë.:68;q/36UsGX?]+%
125487 = 5 + 6 · 7 + 5 · 72 + 1 · 73 + 3 · 74 + 0 · 75 + 1 · 76

~h;
`_47Y36A9(Vq.:Y3m 206t/(4j]_e8.r/320Xq/det.�m 20Y1@�]
125487 = 10315657

�
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Z/nZ

`³eÈ/7, .:ux6Â9>]7|?.04í91]7@r]7;G9l\[]¡et.=@ �7@r]�4}C?2x/3]¡sGX?]z47]7e8eA]�sGX?6¤.�`j91`¡V?Y1`_/3]7;G93`_]¡\?.0;q/ëet.=V?Y1]7@r68f7Y1]WVq.0Y{916A]�/3.0X[m!sGX?]
ew, 2x;pY1]7@rV?et.047]

10
Va.:Y(X?;è]7;G916A]_Y

n > 2
sGX?]_e84720;qsGX?]x�

q-e8Xq/lV?Y1`_4768/3`7@r]7;G9�/{6
a
]c/R9�X?;�4}C?6pl	Y1]�\?]�et.pZq.0/3]

n
k�40, ]c/R9��±v��±\?6AY1]¡X?;�]7;G916A]_Yl4720@rV?Y168/^]_;x91Y3]

0
]j9
n − 1

kP2x;
;?2093]

ȧ
X?; ]7;G916A]_Y�;a.L93XqY3]_e(;q.L91X?Y3]_eësGX?]7et4j2x;qsGX?]Ì/{]
93]_Y3@r68;q.:;G9BVq.0Y

a
]7; Zq.0/3]

n
� $¡, .:VqY3fc/B4j]ÌsGX?]èe , 20; .�\[6Â9

V?Y1`_47`_\[]_@r@�]_;G9_kG6Ae�/7, .:ux6Â9I\[20;a4>\P, X?;�]_;G9368]7YI\[20;G9be8]^Y3]c/R91]h\[]he8.z\[6Ag56t/{6820;�]7Xq47eA6t\[68]7;?;?]^Vq.0Y
n
]c/R9dV?Y3`c4j6t/{`_@r]7;G9

a � �+!, ]_;q/{]_@¡Z?e8]
Z/nZ

]c/R9>.0eA2xY1/&%
Z/nZ =

{
0̇, 1̇, . . . , n− 1

}

+Uv�]7;q4720Y1]¡/3X?Yhew, ]7;q/3]7@zZ?eA]
Z/nZ

k	20; V	]7X[9�\[`�_q;?68YhX?;q]�.x\?\[6A936820; ]79hX?;?]�@¡XqeÂ916AV?e86t47.L916A2x;P%	Va2xX?Y^4_.:et4jX?e8]7YheA]
\[]_Y3;q6A]_Yë4}C?6ml�Y1]¡\P, X?;?]¡/320@r@r]�20XÌ\P, X?;ÌV?Y12[\[X?6A9_kq2x;è;�, .=]7;q4720Y1]^Z	]_/32068; sGX?]W\[]c/>\[]_Y3;?68]7Y}/(4}C?6pl	Y1]_/>\[]_/>;?20@zZ?Y3]c/
sGX?]lew, 2x;
/320X?Ca.:6A93]�.0\?\?6Â916A2x;?;?]7Y(2xXp@zX?eA9368V?eA68]7Yc�

H@I c@I�� � �
i��!� O �Si V �SR
~h;B\[6A9bsGX?]ë\[]7X?|z]7;G916A]_Y1/�;a.L93XqY3]_e8/

a
]79
b
/{2x;G9�4720;?uxY3Xa/È@�2[\[XqeA2

n
/7, 68e8/-/3]I93]_Y3@r68;?]7;G9-Vq.0Y-e8]ë4}C?6ml�Y1](eA2xY1/1sGX�, 68et/

/320;G9�`_47Y36A91/�]_;rZq.0/3]
n
�G~h;rVa]_X[9!ux`7;?`_Y1.0eA6t/{]_Y¤.0X[|z]_;G9368]7Y}/�Y3]_e8.:936Amn/È]7;=\[6t/1.:;G9-sxXq]ë\[]7X[|r]7;G916A]_Y1/ÈY1]7et.L916Âmn/

a
]j9
b
/{2x;G9

4720;?uxY3Xq/U@r25\?X?eA2
n
/_, 6Aet/¤20;G9¤@ �_@�]IY1]_/{93]I\?.:;a/ et.^\[6Ag56t/{6820;z]7Xq47eA6t\[68]7;?;q]dVa.:Y

n
� s-;¡mn.06Â9ckL20;zV?Y3`7m f7Y1]b47e8.x/3/368sGX?]_@r]7;G9

V?Y1]7;a\[Y3]ret.Ì\[`B_a;?6Â916A2x; /{X?68gL.:;G93]BV	]7X?9 � �j93Y1]B@r2068;q/�g56t/{X?]_eAe8]B@B.:6t/WsGX?6!.èew, .ogL.0;x9}.:ux]z;?2x;�;?`7uxeA68u0]c.:Z?e8]B\[]B;?]BVq.x/
X[916Ae86t/{]_Yë\[]�;?2:916A2x;q/(4j2x@rV?eA6tsGX?`7]c/d]j9>sGX?6�]c/R9ë.:68;q/36�V?e8Xq/dmn.0476Ae8]7@r]_;x9ë@B.0;?68.0Z?e8]�%
	 5�

�
������6�� ='?V@'?�� ?�A ? C ��������E

a
��E
b F ��G�Ha����EL������
d�
����KTE�� M

 R�� � F ��ED^�G�� a ��E

b

����BE>4j2x;?u0Y1Xq/ �>� F GX��� n � ��E#�������E1�

a ≡ b (mod n)
`I
W�

n F ���P�V
��_��K F � bc���J��� Y�� a− b R

+�]c/�V?Y120V?Y168`j93`c/lsxXq6!\[6t/{]_;x9¡sGX?]Be8]B\[]7Y1;?68]7YW4}C?6pl�Y3]=\P, X?;?]=/320@r@r]B20X�\P, X?;�V?Y125\?X?6Â9¡/3]=47.0e847X?e8]r/368@�VqeA]_@�]_;G9
]_; X[9368eA6t/1.:;G9�e8]_/=\[]_Y3;q6A]_Y1/=4}Cq6ml�Y3]c/�\[]c/B91]7Y1@�]c/B20X \?]_/Bmn.x4í91]7X?Y}/=/3] Y3]793Y}.0\[Xq68/3]7;G9�\[68Y3]c4í91]7@r]7;G9�]_; 93]7Y1@r]_/=\?]
4720;?uxY3X?]_;q4j]x�tq-eAXa/(V?Y1`_4j6t/3`7@r]7;G9_k[2x;
.�et.�V?Y32xV?Y16A`793`�/{Xq6AgL.:;G91]�%
3)4,576�8�97:<; =%?�@%?��[?�@%?)C �

a
N
a′
N
b
��E
b′

�����E F ��
_���BE�������
 �
����KTE�� M

 E1���e
)^�G�� a ≡ a′ (mod n)

��E
b ≡ b′ (mod n)

N
KT������
 


a+ b ≡ a′ + b′ (mod n)

ab ≡ a′b′ (mod n)

�ë2xXq/^.:e8eA2x;q/>\[`_@r20;G93Y1]7Y>47]W91C?`72xY3f_@�]x�uq�.:YhC5iGV	2:91C?f_/3]
n
\?6Ag56t/{]

a − a′ ]j9 b − b′ k	6AeÈ\[68g568/3]z\[2x;q4�et.�/320@r@r]
(a− a′) + (b− b′) = (a+ b)− (a′ + b′)

k?4j]WsGX?6�/368u0;?6p_q]�]j|?.x4í93]_@r]7;G9ësxXq]�%

a+ b ≡ a′ + b′ (mod n)

qÈ20X?Y(et.�@¡X?eA9368V?e8684_.L916A2x;�k?20;
`_47Y36A9
a′ = a+ kn

]j9
b′ = b+ ln

�?<>6A;q/36L%

a′b′ = ab+ n (kb+ al + knl)

]79(\?20;q4&_q;a.:e8]7@r]7;G9<%
ab ≡ a′b′ (mod n)

���������! "��#%$&��')(�* �,+-�-�-��./#%0)(/�1(/243/3/��#)./3506��3/07 �#68�9�+-07�:'7�,;4#%8��,<��-�>=?9@�BAC.�* ��06')�-�D(/��#%3/+-��#79FE/+ GH#6�B(�* ./3I��3C'6+-��#73/8�;J�K'6+ L6M
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H@IL�@IMJ
ẋ + ȧ = ḃ[ 20@r@r]B\?.:;a/he8]B47.x/

n = 10
k�6Ae�]c/R9lmn.0476Ae8]B\[]B4j2x;q/R9}.L93]_Y^sGX?]�9120X[9�;?2x@¡Z?Y1]�.x\[@r]j9�X?;�20V?V	2x/3`0� qÈ20XqYl47]7et.?k

68e�/{Xonr9W\[]�V?Y120X?gx]7YlsxXq]�/36
a
]_/{9^X?;�]7;G916A]_Y_k�Y1]7et.L936AmRk�6Ae�]7|[68/{93]z932xXL�R20X?Y}/

a′
93]7e-sGX?]

a + a′ ≡ 0 (mod n)
� rd6A]_;

]_;x91]7;q\?X�k[6Ae /{Xonr9>\[]�VqY3]_;q\[Y1]
a′ = −a �[ ]7et.
/{68u0;?6p_q]�sxXq]zew, 2x;ÉV	]7X[9�Vq.x/3/3]7YheA]c/^`7e8`7@r]7;G91/l\[]�ew, .0X[93Y1]z4�a:93`r\[]�e , `7uG.:e86Â91`¡]_;E4}Cq.0;?u0]c.:;G9he8]�/368u0;?]zZ?6A]_;

/��?Yck?4j20@r@r]l20;
eA]lmn.06Â9>47e8.x/3/36tsxXq]7@r]7;G9IVa2xX?Y(Y3`c/{2xXq\[Y1]^47]_/(`csGXq.L916A2x;q/7�
H@IL�@Idc

ȧẋ = ḃ
`R4j6wkq\[`{�{vB\?.:;a/IeA]W4_.0/

n = 10
k[20;Ì.rg5XÌsGX?]�4j]�;�, `j91.06Â9ëVa.0/I9120XL�R2xX?Y1/IV	2x/1/36AZ?e8]W\[] F ��� �V
����í�B�ë2xXq/ë.0eAe820;q/(\q.:;q/47]¡4}Cq.:Vq6Â91Y3]W\[2x;?;?]_Y>X?; 47Y36A93f_Y3]¡sGX?6 ]j|[V?e868sGX?]¡eA2xY1/1sGX?]�e , 20; .=eA]¡\?Y32x6Â9h\?]¡\[68gG6t/3]7Y>]79hsGX?6¤]j|[V?e868sGX?]¡47]¡sGX?]Wew, 2x; .

sGXq.0;q\�@ �_@r](eA]>\?Y32x6Â9!\[]ëmn.:68Y3]ë/36q4j](;U, ]c/R9!Va.0/�e8]>47.x/7� qÈ2xX?Y!4j]_e8.qk:;?2xXq/-.:XqY32x;q/ÈZa]c/{2x6A;=\?]Imn.:68Y3]ësGX?]_e8sGX?]c/�Y1.0V?V	]7et/
/3X?Y(e8]^VqeAXq/ëu0Y}.:;q\p\[6Ag56t/{]_X?Yë4j2x@r@¡X?; D��
	���
�Tj�
� 6 � ��6 ��� ; ��	���

	 5�

�
������6�� ='?��[?V@'?�A ? C ��������E

a
��E
b F ��G�H ����EL������
!����� E\�TG7
 ����
 F ��G�H ��GX�]
 R�� ����	���
 F � a ��E

b � � �TE\��
	���

(a, b)

`>���#	 �eG7
 � �JK�� FOF ��
 F ���P�V
���GX��
 Y�� � � GX� �
a
��E �

b R
^(]_@r.0Y1sGX?2x;q/lsGX�, 68e�;�, iÉ.
Vq.0/l\[]BVqY32xZ?eAf_@r]_/l.og0]c4¡4j]79{91]=\[`B_q;q6Â916A2x;�%Pew, ]_;q/3]7@¡ZqeA]B\[]c/l]7;G9368]7Y}/�\[68gG6t/1.:;G9lv
et.

m 2x68/
a
]j9
b
]c/R9�_q;?6wkÈ6AeI]7; ]j|[6t/R91]�Z?68]7; \[2x;q4=X?; V?e8Xq/�u0Y}.:;q\���^(]_@B.:Y}sxXq20;q/z`7uG.:e8]7@r]7;G9zet.É4}Cq2x/3]p/3X?6AgL.0;x91]0� �56

d =
��	���


(a, b)
k?20;è.z9320X:�R20X?Y}/Ie , `_sGX?68gL.:e8]7;q47]�/{X?68gL.:;G93]+%

x
\[68gG6t/3]

d ⇔ x
\[68g568/3]

a
]j9
x
\[68g568/3]

b

�ë;q]ë.:X[91Y3]dmn. \720;�\[](V?Y1`_/3]7;G93]_Y¤e8]���	���
p\?]
a
]j9!\[]

b
k:/36

b 6= 0
\[6t/{2x;q/7kL]c/R9-\[](\[68Y1]IsGX�, 68eq/7, .:ux6Â9-\[X�V?e8Xq/�uxY1.0;q\

]_;x916A]_YlVq.:Y^eA]csGX?]7e�2x;ÉV	]7X[9W/36A@rV?e86m_a]7Y�et.=m Y}.04j936820; a
b

� s!;EVq.0Y{916847X?e86A]_Y_kP\[68Y3]rsGX?]B4j]79{93]�m Y}.04j936820; ]c/R9�68Y3Y1`_\[Xa4í9368Z?e8]
40, ]c/R9>]7|?.04í91]7@r]7;G9l\[6AY1]¡sGX?]���	���


(a, b) = 1
�P~h;É\[6A9^\?.0;q/^4j]¡4_.0/>sGX?]zeA]c/>]_;G9368]7Y}/

a
]j9
b
/320;G9#	��J� � ������
I����EL�J�

��G�Hx�
�ë;q]W4}C?2x/3]l6A;G93`_Y3]c/3/1.:;G91]^]c/R9>sGX?]�e8]W47.0e847X?eU\[X��
	���
�V	]7X[9h/3]^mn.:68Y3]W/368@�VqeA]_@�]_;G9ë]j9>\[]�mn.U\j2x;
/3i[/R91`7@B.L9168sGX?]x�qÈ20XqYh4j]_e8.qka2x;É.:VqV?eA6tsGX?]z47]zsGX?]�e , 20;E.:V?V	]7e8eA]�4j2xX?Y1.0@r@�]_;G9>e ,�K�� � �T�W��E�� �I� F'Z � G�Y��e� F �7�¤~h;É4720@r@r]7;q47]¡Vq.0Yh`c4jY16AY1]

a
]79
b
ew, X?;Ìv�4�a:91`l\?]�e , .:X[91Y3]l]_;
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ȧ
]79l\?20;q4z20;E]7;�\[`_\[Xq6Â9WsGX?]

ui+1 = uj+1
k	VqX?68/

ui+2 = uj+2
]j9>.06A;a/{6�\[]�/3X?6A93]0�

[ ]7et.�V?Y120X?gx]h]_;pmn.06Â9>sGX?]let.B/{Xq6Â91]
(uk)

go. �793Y1]�Va`_Y3682[\[68sGX?]�\[]�V	`7Y16825\?]
j − i .:X
@�2x6A;a/(vzVa.:Y39368Yë\[XèY1.0;?u i �

� 20X[91]jm 206t/_k_68e5;�, ]c/R9¤Vq.0/ g5Y1.06x]_;Wu0`_;?`7Y}.:eGsGX?]d47]j9393]b/3X?6A93]d]_/{9 V	`7Y16A2[\[6tsGX?]bv>Vq.:Y39368YÈ\[X¡Y}.:;?u
0
�-q!eAXq/¤]7|[.x4í91]7@r]7;G9_k

68eP]_/{9Imn.04j68e8]l\?]l4_.:et4jX?e8]7Y
u0 = 1̇

� �56�et.�/3X?6A93]l`j9}.:6A9(Va`_Y3682[\[68sGX?]�v�Vq.0Y{916AY(\[X
Y1.0;?u
0
k[6AeP]7|[68/{93]lX?;
]7;G9368]7Y

k > 0
91]7e

sGX?]
uk = 1

� �É.:6t/(.:e820Y}/
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ȧ
k�40, ]c/R9��±v��±\?6AY1]WX?;E`7e8`7@r]7;G9^\?]

Z/nZ
91]7e�sGX?]
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ȧk = 1̇
k?e8]�V?Y120Z?e8f7@r]l`j9}.:;G9ësxXq]W4j]l;�, ]_/{9ëVq.0/dm 2xY147`7@r]7;G9(eA]lV?e8Xq/(V	]j916Â9c�

�ë2xXq/¡.0eAe820;a/lVa2xX?Yz47]7et.Ì\[`B_q;q6AYzX?;?]Bm 2x;q4í916A2x;
ϕ
sGX?6!/_, .:V?V	]7e8eA]�e8. M��T� Y�E����T� ��� F ��Y�K�EL�W��Y��
\P, s!X?eA]_Y_���56 n > 2]c/R9>Xq; ]7;G9368]7Yck

ϕ (n)
\[`_/368u0;?]We8]¡;q20@¡ZqY3]¡\�, ]_;x916A]_Y1/>;q.L91X?Y1]7et/ë68;[m `7Y16A]_X?Y}/>v

n
]79hV?Y1]7@r68]7Y}/>.og0]c4

n
�]`³eÈ/_, .0u06A9h\[20;a4

\P, .:VqY3fc/d47]WsGX?]le , 20;è.rg5XpV?Y1`_47`_\[]_@r@�]_;G9(\?Xè4_.:Y}\[68;q.:e�\[]lew, ]_;q/3]7@¡ZqeA]W\[]c/I6A;5gx]7Y}/{68Z?e8]_/I\[]
Z/nZ

�



ó ��� �������
	���
�����������������
������ ��
�	���� �"! ��	�#����

3)4,576�8�97:<; ='?��[?��[?�A ?dC ����E
ȧ
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ȧ

(
ẋ+
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a > b > 0
�d~h; VqY3]c/{]_;x91]è@r.06A;G91]7;q.0;x9=e8]_/�47.:et4jXqe8/=\q.:;q/BXq; 91.:ZqeA]c.:X sGX?]Ìe , 20; 4720@rV?e8fj93] \?] e8.�mn.U\j2x;

/{X?68gL.:;G93]+%
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a 1 0

b 0 1
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rn−2 un−2 vn−2

rn−1 un−1 vn−1

rn un = un−2 − qnun−1 vn = vn−2 − qnvn−1
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���

���

2��
qn
]j9
rn
\[`c/{68u0;q]7;G9hY1]_/3Va]c4í916Agx]7@r]7;G9he8]zsGX?209368]7;G9h]79^e8]¡Y1]_/{93]�\[]¡et.�\?6Ag56t/{6820; ]_Xq4je86t\[6A]_;?;?]r\[]

rn−2
Vq.0Y

rn−1
�

�Ì20;G93Y1]7Y(sGX?]�V	20X?YI9120X[9
n
k
rn = aun + bvn

� s-;Ì\[`c\[X?68Y3]le8]l93C?`_20Y1f7@r]�/{Xq6AgL.:;G9<%
3)4 576B8�9 : ; =%?��[?��'?�A � 3)4,576�8�97:<;��,;�� 5	��6 � � � ?IC ����E

d =
��	���


(a, b) R,S ������
 ��� �
HQ�V
�E1� F ��
 ����EL������
 u��E
v
E1���e
)^�G��

au+ bv = d R
��
���������
����

� � �ë20Xa/¡.:e8e820;q/l]_;�mn.:6A9¡V?Y120X?gx]7Y¡sGX?]Be8]_/z\[6Ag56t/{]_X?Y}/W4j2x@�@zX?;q/Wv
a
]j9
b
/320;G9W]7|[.x4í91]7@r]7;G9¡e8]_/�@ �_@�]c/¡sGX?]=e8]_/

\[68g568/3]7XqY1/^4j2x@�@zX?;q/lv
b
]j9
r
� q-Y3]_;?20;a/hV	20XqYl47]7et.p\q.:;q/^X?;EV?Y3]_@r6A]_Yh91]7@rVq/

d
X?;�\[6Ag56t/{]_X?Y�4j2x@�@zX?;Ev

a
]j9
b
k

.0eA2xY1/
d
\[68g568/3]�Zq6A]_; ]7;G93]_;q\[X

b
]j9
r = a − bq ��^(`c4j68V?Y125sGX?]_@r]7;G9�/36 d \[68gG6t/3]pv et.Ìm 2x68/ b ]79 r kÈ6AeI\[68g568/3] b ]79

a = bq + r
� [ ]_e8.�V?Y120X?gx]hew, `7ux.0eA6A93`+%

��	���

(a, b) =

��	���

(b, r)

`³e�Y1]_/{93]B\[]7X?|E4}C?2x/3]_/lvpmn.:68Y1]zV	20X?Y�VqY32xX?g0]_Y^sGX?]Bew, .0eAux20Y16Â91C?@r]Wm 2x;q4í916A2x;?;?]=4j2xY3Y1]_4j93]_@�]_;G9_k�4:, ]_/{9�\�, X?;q]BVq.:Y39
V?Y120Xqg0]7YlsGX?] ��	���


(0, x) = x
V	20XqYl9320X?9l]_;G9368]7YW/{93Y1684í91]7@r]7;G9�V	2x/36Â916Âm

x
]j9W\P, .:X[91Y3]�Vq.:Y39�V?Y120X?gx]7YlsxXq]�ew, 20;�go.

Z?68]7;p932x@¡Z	]7Y>/3X?Y(X?;
Y1]_/{93]l;5X?eU.:X
Z	20X[9>\P, X?;è;?2x@¡Z?Y1]&_q;?6U\P, `j9}.:V	]_/_�
qÈ20X?Yret.ÉVqY3]_@�68f7Y1]p4}Cq2x/3]0k¤6Aeë/3Xonr9=\[]pY1]7@B.0Y1sGX?]_Yz/36I9320X?9�;?2x@¡Z?Y1]
]_/{9�X?; \[68gG6t/3]7X?YB\[]

0
D 47.0Y

0
]_/{9�Zq6A]_;

@zX?eÂ916AVqeA]^\[](932xX[9b;q20@¡ZqY3]oTí�x<>6A;a/{6	Vq.:Yb\[`B_q;q6Â916A2x; ��	���

(0, x)

]_/{9!eA]hV?e8Xq/!uxY1.0;q\r\[68gG6t/3]7X?Yd\[]
x
k[40, ]c/R9b\?20;q4(Zq6A]_;

x
�
+U.z\[]7X?|568f7@r]^4}C?2x/3]>;�, ]_/{9bVa.0/d\[6mn=476Ae8]h;q20;=V?e8Xq/_k56Ae�/{X n�9(\[]^Y3]_@B.:Y}sxXq]7Y!sGX?]he8.z/{X?6A93]l\[]c/!;?2x@¡Z?Y1]_/bsGX?]hew, 20;

`c4jY16Â9(]_/{9ë/R91Y36t4í91]7@r]7;G9>\[`c4jY1206t/3/1.:;G91]0�ts-e8eA]W\[2x6Â9ë\[2x;q4�/_, .0Y3Y �j91]7YdX?;��R20X?Yc�

 ; : � 8 � � ; %q~h;=Va]_X[9I]7;=mn.06Â9I\[20;q;?]7YI\[]^Za2x;?;?]_/b@B.L�R2xY1.:936820;q/-/3X?YdeA]^;?2x@¡Z?Y1]>\[]l\[68gG6t/36A2x;q/!]_Xq4je86t\[6A]_;?;?]c/bsGX�, 6Ae
gL.zmn.:e8eA2x6AYëmn.:68Y3]�.ogL.:;G9ë\[]l93Y120Xqg0]7Y(e8]"��	���
�Y3]c4}C?]7Y}4}C?`x�?~h;èV	]7X[9h@�2x;G93Y1]7Y(Vq.0Y(]j|[]7@rV?e8]WsGX?]W/{6

(Fn)
\[`_/368u0;?]�et.

/3X?6A93]�\[]��¤6AZ	20;a.047476�\[`B_a;?6A]�Va.:Y<%

F0 = 0 ; F1 = 1 ; Fn+2 = Fn+1 + Fn

.0eA2xY1/(e8]¡;q20@¡ZqY3]¡\?]�\[68g568/36820;q/>]7Xq47eA6t\[68]7;?;?]c/hv=mn.:68Y3]¡]_/{9hV?e8Xq/hVa]7936A9�sGX?]zeA]zV?e8Xq/>V	]j916Â9l]7;G916A]_Y
n
91]7eÈsxXq]

Fn−1 >

min {a, b}


 � ~h;pVqY32xX?g0]�4j]_e8.�Vq.0Y(Y3`c4jX?Y1Y1]7;q47]0�tqÈ20X?Y(e8]_/ë\?]7X[|�VqY3]_@�68f7Y1]_/I`791.0Va]c/7k?2x;pgx`7Y16m_a]l\?6AY1]_4j93]7@r]_;x9ësGX?]�et.�Y3]_e8.:936820;
]c/R9ëg5Y}.:68]0�o`³e /3Xonr9h\[2x;q4�\[]�@r20;G91Y3]_Y(e , C?`7Y1`_\?6Â91`0ka40, ]c/R9��±v��±\?6AY1]^sGX?]z/{2xXq/IeA]c/(C5i5Va2093C?fc/{]c/

rn−2 = aun−2 + bvn−2]79
rn−1 = aun−1 + bvn−1

k?2x;
.
rn = aun + bvn

�
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^ë.0V?Va]_eA2x;q/IV	20X?Yë47]7et.�sGX?]�ew, 20;è.ze8]_/ë`7ux.0eA6A93`c/&%

rn−2 = qnrn−1 + rn

un = un−2 − qnun−1

vn = vn−2 − qnvn−1

~h;è47.:et4jXqeA]�\[2x;q4+%

aun + bvn = a (un−2 − qnun−1) + b (vn−2 − qnvn−1)

= (aun−2 + bvn−2)− qn (aun−1 + bvn−1)

= rn−2 − qnrn−1 = rn

47]lsGX?6UVa]_Y3@r]j9ë\[]W4720;q47eAXqY3]x�
s-;ÌY1]7uG.:Y}\?.:;G9(e , `j9}.:V	]WV?Y1`_47`_\[]_;x9ëe8]�V?Y1]7@r68]7YëY1]_/{93]�;5X?ewkq2x; \[`_\[Xq6Â9h\?]We , `7uG.:e86Â91`�V?Y1`_4j`c\[]7;G91]�eA]l91C?`72xY3f_@�]W\?]rd`��_20X[9c�


 ; : � 8 � � ; % [ ]7et.ÉV	]7Y1@r]j9Be820Y}/3sGX?]
a
]c/R9BV?Y1]7@r68]7Yr.og0]c4

n
\[]Ì4_.:et4jX?e8]7Y�X?; 6A;5g0]_Y1/3]p\?]

ȧ
\?.0;q/

Z/nZ
�Lq-e8Xq/

V?Y1`_4768/3`7@r]_;x9!.ogx]_4Iet.�@r`j91C?2[\[]>V?Y1`_47`_\[]_;G93]0kx20;=\[`793]_Y3@r68;?]
u
]j9
v
93]7et/dsxXq]

au+ vn = 1
kxew, 68;5g0]_Y1/3]ë\[]

ȧ
]_/{9b.0eA20Y}/

u̇
�

��� 8@9�C A�C 8 �

~h;�4720;q/368\?f7Y1]h\?.0;q/b47]j9I]j|[]7Y}4j6t4j]h\[]7X[|=]_;G9368]7Y}/
n
]79
m
/{XqVa`_Y368]7X?Y}/b20X=`_ux.:X?|Bv

2
]j9IV?Y1]7@r68]7Y}/-]7;G91Y3]h]7X[|P�q~h;

\[`�_q;?6A9ëe , .:VqV?eA6t47.:936820; %

f :




Z/nmZ → Z/nZ× Z/mZ

ẋ 7→ (ẋ, ẋ)




.xT [ 20@rV?Y1]7;a\[Y3]�47]lsGX�, ]_/{9>4j]79{91]W.:V?V?e86t47.L916A2x;��?+U.r\[`c4jY16AY1]^]j|[V?e868476Â91]7@r]7;G9>\?.0;q/IeA]W4_.0/
n = 2

]j9
m = 5

�
ZaT1q-Y120X?gx]7YIe8]l93C?`_20Y1f7@r]�/{X?68gL.:;G9<%
3)4 576B8�9 : ; ='?�� ? �[?V@ � � ; : :<; ��4
�%�,6 � � � ? �)Z K
	Q	 �e��Y�K�EL����� f ��
WE GX� � ��� � ��Y�E����T� R4_T �Ì2x;G93Y1]7YhsGX�, X?;E`7e8`7@r]7;G9

ẋ ∈ Z/nmZ
]_/{9^68;5g0]_Y1/36AZqeA]¡/36È]j9l/{]_X?eA]_@r]7;G9l/36

f (ẋ)
]_/{9^Xq;É4j2xX?V?e8]�4720;q/{936A93X?`

\[]W\[]7X?|�`7e8`7@r]7;G9}/(6A;5gx]7Y}/{68Z?e8]_/_�
\qT �56

ϕ
\?`_/36Aux;?]le8.¡m 20;q4j936820;
6A;a\[684_.L91Y36t4j]l\P, s-X?e8]7Yck[]j9

p
]c/R9(X?;
;?2x@¡Z?Y1]hVqY3]_@�68]7Yck[47.0e847X?eA]_Y

ϕ
(
pk
) Va2xX?Yd9320X?9

]7;G9368]7Y(;q.:93X?Y1]7e
k
� s-;Ì\[`_\?X?6AY1]le8.�m 2xY3@zX?e8]lsGX?6�4_.:et4jX?e8]

ϕ (n)
\[20;q;?`7]�\?.0;q/IeA]W4720X?Y}/_�
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���������
����

� � [ ]lsGX�, 68eP]_/{9I6A@rV	20Y391.:;G9(\[]�4j2x;q/R9}.L91]7YI4:, ]_/{9(sGX�, X?;
`7e8`7@r]7;G9(\[]
Z/nmZ

\[`B_a;?6Â9(X?;
`7e8`7@r]_;x9ë\[]
Z/nZ

D ]j9(X?;
\[]

Z/mZ
Tj�[<ëX[91Y3]_@�]_;G9d\[6A9_kG6Aeamn.:X?9bg02x6AYbsxXq]h/36

x
]j9
y
/{2x;G9b\[]7X?|r]_;G9368]7Y}/!sGX?6�/{](91]7Y1@r6A;?]_;G9bVq.0Y!e8]>@ �7@r]h4}Cq6ml�Y3]

]_;pZq.x/{]
mn

.:e820Y}/d6Aet/(/3]h91]7Y1@r6A;?]_;G9(.0Xq/1/{6�Vq.0Yde8]�@ �7@r]�4}C?6pl	Y1]l]7;
Zq.0/3]
n
�?< g0]c4l\[]_/(4720;?uxY3X?]_;q4j]c/7k54j]_e8.r/36Aux;?6p_q]

sGX?]¡/36¤e8.p\[6ml�`7Y1]7;a4j]
x − y ]c/R9^X?; @¡XqeÂ916AV?e8]r\[] mn .:e820Y}/ë4:, ]_/{9h`_ux.0eA]_@�]_;G9>X?; @zX?eÂ916AVqeA]�\[] n k�4j]�sxXq6 ]c/R9l.:e820Y}/47e8.06AYc�
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$^.:;q/(e8]�47.x/
n = 2

]79
m = 5

k[e , .:V?VqeA6t47.:936820;
V?Y3`c4j`c\[]7;G93]l]c/R9(%
0̇ 7→

(
0̇, 0̇
)

1̇ 7→
(
1̇, 1̇
)

2̇ 7→
(
0̇, 2̇
)

3̇ 7→
(
1̇, 3̇
)

4̇ 7→
(
0̇, 4̇
)

5̇ 7→
(
1̇, 0̇
)

6̇ 7→
(
0̇, 1̇
)

7̇ 7→
(
1̇, 2̇
)

8̇ 7→
(
0̇, 3̇
)

9̇ 7→
(
1̇, 4̇
)


 � $>68Y1]ë]_/{9-e , .:VqV?eA6t47.:936820;
f
]_/{9-Z?6 �R]c4í916Agx]>/{68u0;q6m_q]ësGX?]I9120X[9b`7e8`7@r]7;G9!\[]ëew, ]7;q/3]7@zZ?eA]ë\�, .0Y3Y16Agx`7]I.lX?;B]j9bX?;rX?;?6tsxXq]

.0;x91`_47`_\[]_;x9c� `³e¤;�, ]c/R9hVq.0/h.:;?2[\[68; \[]z4720;q/{91.:93]_Y>sGX?]WV	20X?Yh@�2x;G93Y1]7Y>47]7et.B6AeÈ/3Xonr9h\[]¡VqY32xX?g0]_Y>sGX?]�932xX[9>`_eA`_@�]_;G9
\[]lew, ]_;q/3]7@¡ZqeA]W\P, .:Y1Y16Agx`7]h.B.0XpVqeAXq/ëX?;Ì.:;G93`c4j`_\?]7;G9_k[2x;pV	20X?Y1Y}.�.0eA2xY1/I4720;q47eAX?Y1]^]7;Ì\[6t/3.0;x9ësGX?]�e8]_/I]_;q/{]_@¡Z?e8]_/(\?]
\[`_Vq.:Y39(]j9ë\P, .:Y1Y368g0`_]h2x;G9I@ �_@�]W4_.:Y}\[68;q.:ew�
q-Y1]7;?2x;q/�\[20;q4

(ẋ, ẏ)
\q.:;q/

Z/nZ × Z/mZ
]79r/3X?V?V	2x/320;a/¡sGX�, 6AeIV	2x/1/{fc\[]p\[]_X[| .:;G91`_4j`c\[]7;G9}/

ȧ
]79
ḃ
� [ ]7et.

/36Aux;?6p_q]�sxXq]
ȧ = ḃ = ẋ

\q.:;q/
Z/nZ

]j9>sGX?]
ȧ = ḃ = ẋ

\?.:;q/
Z/mZ

�q< g0]c4l\[]_/ë4720;?uxY3Xq]7;q47]_/_k547]7et.r/{]�\[6A9(%
a ≡ b (mod n)

a ≡ b (mod m)+U.p\[6pl	`_Y3]_;q4j]
b − a ]_/{9l\[2x;q4¡\?6Ag56t/{68Z?e8]zVq.0Y n ]79 m ]j9lV?X?6t/hVq.:Y^eA]_X?YlV?Y125\?X?6Â9^V?X?6t/3sGX?]r4j]c/h\?]7X[| ;?2x@¡Z?Y1]_/

/320;G9�V?Y1]7@r6A]_Y1/W]7;G93Y1]r]7X[|P� �¤68;q.:e8]7@r]_;x9
a ≡ b (mod mn)

kU]79¡\[20;q4
ȧ = ḃ

\?.:;q/
Z/mnZ

��~h;�.èZq6A]_;�@r2x;x91Y3`
.06A;q/36�sGX?]leA]W4720X?VqeA]

(ẋ, ẏ)
.r.:XèV?e8Xq/IX?;Ì.:;G93`c4j`c\[]7;G9_�

� � �[6
ẋ
]_/{9I68;5g0]_Y1/36AZqeA]l\?.:;a/

Z/nmZ
k[68eP]j|[6t/R91]

ẋ′ ∈ Z/nmZ
91]7et/(sGX?]

ẋẋ′ = 1̇
� � .068/(47]j9{91]�\[]7Y1;?68f7Y1]h`_ux.:e86A93`^]_/{9

]_;q4j2xY3]^g5Y1.06A]l\?.:;a/
Z/nZ

]79
Z/mZ

�q+�]�4j2xX?V?e8]W.0/1/{2[476A`lv
ẋ
]_/{9>\[20;q4l4720;q/{936A93X?`W\?]l\?]7X[|
`7e8`7@r]7;G91/I68;5g0]_Y1/36AZqeA]c/7�

^(`c4j68V?Y32[sGX?]_@�]_;G9_kUVqY3]_;?20;q/WX?; 4j2xX?V?e8]
(ẋ, ẏ)

\?.:;a/
Z/nZ × Z/mZ

93]7edsGX?]
ẋ
/3206A9W68;Ggx]7Y}/{68Z?e8]=\?.:;a/

Z/nZ]79
ẏ
/3206A9^68;5g0]_Y1/36AZqeA]�\?.:;q/

Z/mZ
� `³e¤]7|[68/{93]r\[20;a4

ẋ′ ∈ Z/nZ
]j9
ẏ′ ∈ Z/mZ

91]7et/lsxXq]
ẋẋ′ = 1̇

]79
ẏẏ′ = 1̇

kPet.
V?Y1]7@r68f7Y1]h`_ux.0eA6A93`�.oix.0;G9de86A]_XÌ\?.:;q/

Z/nZ
]79Iet.B/3]_4j2x;q\[]�\?.0;q/

Z/mZ
�

� .06A;G93]_;q.:;G9-e8]_/-4720X?VqeA]c/
(ẋ, ẏ)

]j9
(ẋ′, ẏ′)

20;G9-X?;rX?;q68sGX?]>.0;G93`_47`_\[]_;G9-]j9-e8]ëV?Y125\?X?6Â9!\?]ë4j]_/!.:;G93`c4j`_\q.:;G91/ÈgL.:X?9
1̇
\?.0;q/

Z/mnZ
� [ ]7et.zVqY32xX?g0]^e8.�Y1`_476AV?Y12[sGX?]0�

� �
ϕ
(
pk
) ]_/{9ëeA]�;q20@¡ZqY3]�\P, ]7;G9368]7Y}/(4j2x@rV?Y36t/I]7;G91Y3]

1
]j9
pk − 1

sGX?6U/320;G9(V?Y1]7@r68]7Y}/(.og0]_4
pk
� � .068/ �793Y1]lV?Y3]_@r6A]_Y

.ogx]_4
pk
/{68u0;?6p_q]�/36A@rV?e8]7@r]7;G9ë;?]�Va.0/ �j91Y3]l@zX?eÂ916AVqeA]W\[]

p
�?<ë68;q/36 %

ϕ
(
pk
)

= pk − pk−1 = pk
(

1− 1

p

)

$z, .0X[93Y1]�Vq.:Y39(e8.rsGX?]c/R916A2x;
4cTdV?Y32xX?g0]lsGX?]W/36
n
]79
m
/{2x;x9(V?Y1]7@r68]7Y}/d]7;G93Y1]l]7X[|Pk?2x;
.�et.rY3]_e8.:936820;G%

ϕ (nm) = ϕ (n)ϕ (m)

<>6A;q/36�/36�e8.r\[`c4j2x@�V	2x/36A936820;è\[]
n
]_;pmn.x4í91]7X?Y}/IV?Y1]7@r6A]_Y1/d]c/R9

n = pα1
1 . . . pαrr

k?2x;
.�%

ϕ (n) = ϕ (pα1
1 ) . . . ϕ (pαrr ) = n

(
1− 1

p1

)
. . .

(
1− 1

pr

)
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$^.:;q/�47]j9�]j|[]7Y}4j6t4j]xk�20;E4720;q/36t\[f7Y1]
p
X?;�;?2x@¡Z?Y1]zVqY3]_@�68]7Yl68@rVq.:68Y_�U~h;�4j2x;q/{6t\[f_Y3]�`7uG.:e8]7@r]7;G9

ẋ
X?;�`7e8`7@r]_;x9

;?2x;E;5X?eb\[]
Z/pZ

�U+�]BZ?X?9W]_/{9¡\[]=\[20;q;?]7YWXq;�@r2Lix]7;�47.:et4jXqe8.:932068Y1]zV	20X?Yz\[`j91]7Y1@�68;?]_Y�X?;?]=Y}.0476A;?]B4_.:Y1Y3`_]�\[]
ẋ\?.0;q/

Z/pZ
�

~h; .0\[@r]79¡e8.Ì4}Cq2x/3]=/{X?68gL.:;G93]x� `³e-]7|56t/{93]=X?; `_eA`_@r]7;G9
α̇ ∈ Z/pZ

93]_ebsGX?]=e8]_/�VqX?68/1/1.:;q47]_/W/3Xq4747]_/1/{68g0]c/l\[]
α̇.:9{93]_6Aux;?]7;G9W9120Xq/¡eA]c/W`_eA`_@�]_;G91/W;q20; ;5X?et/¡\[]

Z/pZ
�¤<ëX[91Y3]_@r]7;G9�\[6A9_k¤68eb]7|56t/{93]=X?; ]7;G9368]7Y

α
93]_edsGX?]�Va2xX?YW9120X[9

4}C?6pl�Y3]l;?2x;p;5X?eU\?]^et.rZq.x/{]
p
k[68e�]7|56t/{93]lX?;è]j|[V	2x/1.:;G9

n
93]_eUsGX?]

αn
/3]^93]7Y1@r6A;q]�Vq.:Y(e8]�4}C?6ml�Y1]^]_;ÌsxXq]_/{936820;��

.xT �Ì2x;x91Y3]_YësGX?]
ẋ
.0\[@r]j9ëXq;?]�Y1.x4j68;?]l47.:Y1Y1`7]l/{6�]79ë/{]_X?eA]_@r]7;G9>/{6

ẋ
p−1
2 = 1̇

�
~h;è/{X?VqVa2G/{]lv�Vq.:Y39368Y(\[]l@r.06A;G91]7;q.0;x9ësGX?]

ẋ
.0\[@r]79IXq;?]lY1.x4j68;?]^4_.:Y1Y3`_]h\?.0;q/

Z/pZ
�a~h;
4}C?2x68/36A9dX?;
`7e8`7@r]_;x9

ȧ ∈ Z/pZ
�¤~h; 4_.:et4jX?e8]

ȧ2 %U/_, 68e-gL.:X?9 ẋ k�2x;�.
91Y32xX?g0`rX?;q]BY1.x4j68;?]B47.:Y1Y1`7]0kP/36A;q20;�20;�\[`7gx]7e820V?V	]rm 20Y1@r]7e8eA]_@r]7;G9
ew, ]7|[V?Y3]c/3/36820; (

a+
√
ẋ
) p−1

2 �	~h;
20Z?9368]7;G9ë.:68;q/{6 \[]_/I`_eA`_@�]_;G91/(\[]
Z/pZ

k
ḃ
]j9
ċ
g0`_Y36p_a.:;G9'%

(
ȧ+
√
ẋ
)p−1

2

= ḃ+ ċ
√
ẋ

ZaT �Ì2x;x91Y3]_Y(sxXq]W/{6
ḃ
]_/{9ë;5X?e ka.:e820Y}/

ċ
;?]�ew, ]c/R9ëVq.x/I]j9>/320;
6A;5gx]7Y}/{]hm 20X?Y1;?6A9(X?;?]�Y}.04j68;?]�47.0Y3Y1`7]^\[]

ẋ
�

4_T �Ì2x;G93Y1]7Y(sGX�, 68e�]7|56t/{93]�.:X
@r2068;q/ p−1
2

4}C?2x6Â|
\[]
ȧ
Va2xX?Yëe8]_/1sGX?]7et/(4j]79{93]l@r`j91C?2[\[]�Y1`7Xq/1/{6A9(]Bl�]_4j9368g0]7@r]_;x9c�

��
���������
����

� � +U]^mn.:6A9>sxXU, 68e�]j|[6t/R91]lX?;
93]7eU`7e8`7@r]7;G9
α̇
V?Y120Xqg0]lsxXq]^ew, ]7;q/3]7@zZ?eA]

Z/pZ
]c/R9ëV?Y1`_4768/3`7@r]_;x9<%

Z/pZ =
{
0̇, 1̇, α̇, α̇2, . . . , α̇p−2

}

47]7et.�`791.:;G9�V?Y16A;a4j68Vq.:e8]7@r]7;G9�\���.:XEmn.:6A9�sGX?]re8]_/^V?X?6t/1/3.0;q4j]c/^/3Xq4_4j]_/1/36Agx]_/^\[]re , 6A;5gx]7Y}/{68Z?e8]
α̇
V?Y1]7;q;?]7;G9l932xX[93]c/leA]c/

gL.:e8]7XqY1/^V	2x/1/{68Z?e8]_/^]j9W\[2x;q4zsGX?]rew, 2xY1\?Y3]r\[]
α̇
]_/{9�]j|?.04j93]7@r]_;x9

p − 1
�-Dw~h;�/3.06Â9lVq.0Yl.06Ae8e8]7X?Y}/lsxXq]r47]j9�20Y}\[Y1]¡]c/R9

68;[m `7Y168]7X?Yëv
p− 1

Vq.0Y(]j|[]7@rV?e8]�]7;
X[916Ae868/1.:;G9ëe8]lVa]7936A9ë93C?`_20Y1f7@r]�\[]��?]_Y3@B.:9}Tí�
� .06A;G93]_;q.:;G9ck	4720@r@r]

ẋ
]_/{9h;?2x; ;5X?e k	68e¤gL.�]j|[68/{93]_Y>X?;E]7;G9368]7Y

n
93]_e¤sGX?]

ẋ = α̇n
� `³e ]c/R9l.:e820Y}/ë68@r@�`c\[6t.L9^\?]

gx2068YIsGX?]
ẋ
]c/R9ëX?;Ì4_.:Y1Y3`l/{6P]79>/{]_X?e8]7@r]7;G9>/36Pe8.r4j2x;?u0Y1X?]_;q4j]l/{Xq6AgL.:;G91]W.0\[@r]j9(X?;q]W/{2xeAX[916A2x;p]_;

k
%

2k ≡ n (mod p− 1)

p− 1
]c/R9ëVa.:68Y_k[\[2x;q4�4j]79{93]W4720;?uxY3Xq]7;q47]^.x\[@r]j9(X?;?]W/320e8X[936820;è/36�]j9ë/3]7X?e8]7@r]7;G9>/36

n
]c/R9(Vq.06AYc�

$z, .0X[93Y1]�Vq.:Y39_k[2x;
.�%
ẋ
p−1
2 = α̇n

p−1
2[ ]79{93]zsxXa.:;G936A93`zgo.0X[9

1̇
/36¤]j9h/3]7X?e8]7@r]_;x9l/{6 e , ]j|[V	2x/1.:;G9>]c/R9>Xq; @¡X?eA9368V?e8]z\[]

p − 1
]j9^\?20;q4W/36U]79^/3]7X?e8]7@r]_;x9^/{6

n]c/R9(Vq.06AYc�os-;èY3]_u0Y120X?Va.:;G9de8]_/(\?]7X[|
Y3`c/{X?eA91.:91/dV?Y1`_47`_\[]_;x9}/7k[2x;è20Z[916A]_;x9(et.r4j20;a4je8Xq/{6820;è.L9393]_;q\[X?]x�

 � `³e mn.:X[9^Z?68]7;É4720@rV?Y1]7;q\[Y1]¡\?.0;q/^4j]j9393]�sxXq]_/{936820;É47]¡sGX?]z/320;G9

ḃ
]79
ċ
��� $h`7gx]7e820V?V	]7Y>m 20Y1@�]_eAe8]7@r]_;x9��Ì/36Aux;?6m_a]

sGX?]he , 20;=\[`_g0]_eA2xV?Va]^/3.0;q/!/3]>VqY3`_254_4jX?V	]7Yd4j]^sxXq]>V	]7X[9 �j91Y3] √
ẋ
kG20;=X[916Ae86t/{]!�RXq/R91]he8]ëmn.06Â9IsGX�, 68e	g0`7Y16p_q]>et.�Y1]7et.L936820;"%

(√
ẋ
)2

= ẋ

q�.:Y(]7|5]_@rV?eA]xk[20;Ì.:XqY1.1%
(
1̇ +
√
ẋ
)2

=
(
1̇ +
√
ẋ
)(

1̇ +
√
ẋ
)

= 1̇ +
√
ẋ+
√
ẋ+

(√
ẋ
)2

=
(
1̇ + ẋ

)
+ 2̇
√
ẋ
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� .068/U@r.06A;G91]7;q.0;x9È/{6
ẏ
]_/{9 g0`_Y36A91.0Z?e8]7@r]7;G9UX?;q]!Y}.04j68;?]!4_.:Y1Y3`_]-\[]

ẋ
ko40, ]c/R9��±v��±\?6AY1]�X?;W`_eA`_@�]_;G9¤\[]

Z/pZ
gx`7Y16m_a.0;G9

ẏ2 = ẋ
k[20;ègL.�Z?6A]_;è]7;G93]_;q\[XÌ.og02x6AY&%

(ȧ+ ẏ)
p−1
2 = ḃ+ ċẏ]79(\?20;q4�/36

ḃ = 0
k?2x;
.0X?Y}. %

(ȧ+ ẏ)
p−1
2 = ċẏs-;è`7e8]7gL.0;x9>47]j9393]W\[]_Y3;?68f7Y1]^`7ux.0eA6A93`�.0X
4_.:Y1Y3`xkG2x;
93Y120X?gx] %

1̇ = (ȧ+ ẏ)p−1 = ċ2ẏ2 = ċ2ẋ

[ ]79{93]W\?]7Y1;?6Af_Y3]l`_ux.:e86A93`lV?Y120X?gx]lsGX?]
ċ
]c/R9ë68;5g0]7Y}/36AZ?e8]BDn\P, 68;Ggx]7Y}/{]

ċẋ
Td]j9hsGX?]W/36

ċ′
\[`_/36Aux;?]lX?;è6A;5gx]7Y}/{]�\[]

ċ
kq20;Ì.

ċ′2 = ẋ
k?]79>\[20;q4^2x;
.�Z?68]7;Ì\[`793]7Y1@r6A;q`�X?;?]lY1.x4j68;?]�47.0Y3Y1`7]l\[]

ẋ
�


 ; : � 8 � � ; % [ ]j9393]l@r`j93Cq25\?]>m 2xX?Y3;q6Â9IX?;
@�2Lix]7;=VqY1.:936tsxXq]^\[]l\[`793]7Y1@r6A;q]7YdX?;?]lY1.x4j68;?]h4_.:Y1Y3`_]h\[]
ẋ
\?.:;a/

Z/pZ]_;
/3X?V?V	2x/1.:;G9(sxXU, 2x;p.:6A9ë/{X nB/1.:@r@r]7;G9(\[]�4}Cq.:;a4j]^Va2xX?YI932x@¡Z	]7Y(/{XqY(X?;
ȧ
sGX?6�/3206A9d93]7e�sGX?]

ḃ = 0
�a~h;pV	20XqY3Y}.:6A9

47Y32x6AY1]^sGX?]lew, `_eA`_gL.L936820;èv�e8.rVqX?68/1/1.:;q47]
p− 1

]_/{9ëX?;
4_.:et4jX?e 4j20@rV?e86tsxXq`^@B.068/I]_;pmn.06Â9(;?2x;��
��2Li02x;q/(4j2x@r@�]_;G9ë20;èV?Y12547f_\[]W/3X?YëXq;
]7|[]7@rV?e8]0�uq!Y3]_;?20;q/

p = 2003
]j9
ẋ = 3̇

�P~h;Ì4j20@r@r]7;a4j]�Vq.0Yë47.:et4jXqeA]_Y
p−1
2 = 1001

��`³e /7, .:ux6Â9ë\?.0;q/(X?;èV?Y1]7@r68]7YI93]_@rVq/ë\[]¡4_.:et4jX?e8]7Y(]7|[V?eA6t4j6A93]_@r]7;G9
3̇1001 � qÈ20X?Yë47]7et.?k?2x;pVqY32[4jfc\[]W\[]�et.mn.U\j20;è/3X?6AgL.0;x91]0�a~h;è4j2x@�@r]_;q4j]lVq.0Y(`_4jY168Y3]+%

3̇1001 = 3̇ ·
(
3̇500

)2

`³eÈ;?]r/7, .:ux6Â9l\[20;a4¡@B.:68;G93]_;q.:;G9hVqeAXq/lsGX?]r\[]r47.:et4jXqeA]_Y
2̇500 � ~h; VqY32[4jfc\[]r\[]z@ �_@�]�]j9l20;E`_47Y36A9l/3Xq4_4j]_/1/36Agx]7@r]7;G9e8]_/Ie86Aux;?]_/'%

3̇500 =
(
3̇250

)2

3̇250 =
(
3̇125

)2

3̇125 = 3̇ ·
(
3̇62
)2

3̇62 =
(
3̇31
)2

3̇31 = 3̇ ·
(
3̇15
)2

3̇15 = 3̇ ·
(
3̇7
)2

3̇7 = 3̇ ·
(
3̇3
)2

3̇3 = 3̇ ·
(
3̇
)2

~h;
]_/{9ë@r.06A;G91]7;q.0;x9ë4_.:Vq.0Z?eA]�\P, ]Bl�]_4j93X?]_Y(eA]W4_.:et4jX?eL%
3̇3 = 3̇ ·

(
3̇
)2

= 27

3̇7 = 3̇ ·
(
3̇3
)2

= 184

3̇15 = 3̇ ·
(
3̇7
)2

= 1418

3̇31 = 3̇ ·
(
3̇15
)2

= 1139

3̇62 =
(
3̇31
)2

= 1380

3̇125 = 3̇ ·
(
3̇62
)2

= 644

3̇250 =
(
3̇125

)2
= 115

3̇500 =
(
3̇250

)2
= 1207

3̇1001 = 3̇ ·
(
3̇500

)2
= 1̇
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~h; ]_;É\[`_\?X?6Â9�.:68;q/36¤sGX?]
3̇
]_/{9hZq6A]_;ÉX?;É4_.:Y1Y3`z\?.:;q/

Z/2003Z
�]q¤2xX?Y>]_;É\[`793]7Y1@r6A;q]7Y^X?;?]¡Y}.0476A;q]¡47.0Y3Y1`7]xkq20;

4}C?2x68/36A9I@B.06A;G93]_;q.:;G9(X?;
ȧ
sGX?]7et4j2x;qsGX?]0k[Va.:Y(]j|[]_@�VqeA]

ȧ = 3̇
��~h;
4_.:et4jX?e8]�4j20@r@r]�V?Y1`_47`_\[]_@�@r]_;x9<%

(
3̇ +

√
3̇
)1001

= 1207 ·
√

3̇

$z, .0V?Y3fc/ë4j]zsxXq]We , 20;Ìg568]7;G9h\[]zV?Y120X?gx]7Yck[X?;?]WY}.0476A;?]z47.:Y1Y1`7]�\[]
3̇
]c/R9hX?;Ì6A;5gx]7Y}/{]W\[]

1207
�a~h;ÌeA]z\[`j91]7Y1@�68;?]

uxY��x4j]lvzew, .:e8u020Y16A93C?@r]l\P, s!Xq4je868\?]0��~h;p93Y120Xqg0]l.:68;q/{6�sGX?] %
385

2
= 3̇

� � ~h;
Y}.:VqVa]_eAe8]�sxXq]
ḃ
]79
ċ
/320;G9ë\[`B_q;q68/(Va.:YIe8.rY1]7et.L916A2x;p/3X?68go.0;G93] %

(
ȧ+
√
ẋ
)p−1

2

= ḃ+ ċ
√
ẋ

~h; gx206A9�mn.04j68e8]7@r]7;G9_k¤Vq.0YW]j|[]7@rV?e8]=]_; Y3]_ux.:Y}\?.0;x9W4720@r@r]7;G9¡e8]_/¡4_.:et4jX?et/¡/3]=Vq.x/3/3]7;G9ckUsGX?]�ew, 2x; .Ì`7uG.:e8]7@r]7;G9Wet.
Y1]7et.L916A2x;G%

(
ȧ−
√
ẋ
)p−1

2

= ḃ− ċ
√
ẋ

s-;Ì/320@r@B.:;G9ë4j]_/(\?]7X[|
`7ux.0eA6A93`c/7k[2x;p2xZ[9368]7;G9(X?;?]�]7|[V?Y3]c/3/36820;p\?]
ḃ
%

2̇ḃ = (ȧ+ ẏ)
p−1
2 + (ȧ− ẏ)

p−1
2

2 �
ẏ
]_/{9>X?;q]¡Y}.04j68;?]W4_.:Y1Y3`_]l\?]

ẋ
\?.0;q/

Z/pZ
� [ 2x@�@r]W2x; .=4}C?2x68/36

p
68@rVq.:68Y_k

2̇
]c/R9h6A;5g0]_Y1/368Z?eA]x� s-;ÌVq.0Y{916847X?e86A]_Y

ḃ = 0̇
/36�]j9ë/3]7X?e8]7@r]_;x9>/36L%

(
ȧ+ ẏ

ȧ− ẏ

) p−1
2

= 1

47]j9{91]>]7|5VqY3]c/3/36A2x;�.WZq6A]_;�X?;
/{]_;q/!VqX?68/1sGX?]>ew, 20;p4}Cq206t/{6A9
ȧ 6= ẏ

kG`791.0;x9I\[20;q;?`^sGX?]he , 20;
.WV?Y16t/b\[]^g0`_Y36p_q]_Yb.ogL.:;G9b\[]
4720@r@r]7;q47]7YIeA]c/ë47.0e847X?e8]7Y(sGX?]

ȧ2 6= ẋ
�

`³eP;?]^Y3]c/R91]^.0eA2xY1/bV?e8Xq/IsGX�, v�\[68Y3]lsGX?]^e8.zm 20;a4í936820;
ȧ 7→ ȧ+ẏ

ȧ−ẏ
Y1`_.0eA6t/3]>X?;?]lZ?6 �R]_4j936820;
\[]

(Z/pZ) \ {ẏ,−ẏ} \?.:;a/
(Z/pZ) \

{
0̇, 1̇
} ]j9>v�Y3]_@B.:Y}sxXq]7YIsxXU, 68e�ip.�]7|[.x4í91]7@r]7;G9 p−1

2

4_.:Y1Y3`c/!;?2x;è;GXqe8/(\?.0;q/
Z/pZ

�
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 R � �T��EL�J���a^�G�� 
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� Z ��^�G�K�EL����� K F �I��EUGX� �_GX����^�G�� 
���� GXE����T�!^�GX� ��
�E −b

2a R � �T��EL�J��� ^�G��_
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���� GXE����T��
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√
∆
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∆
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x+ y = S
xy = P
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S
��E
P


����BE F ��
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 F ���B� ��
 R � HW	��e��^�G���� 	���GX�J^�G����,�J��
��TG F �J� Y�� 
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�E � �I�d�
���P�����BE ���)M�K���E �
H7K�Y�E\� �>���BE ��J��
���G F �J� � Z ��^�G�K�EL����� ���
t
N
t2 − St+ P = 0 R>� �_M����JKO�������!K�ELE\����EL����� �>� Z ��G����e�����_K�G�Y�GX� Y�K�
 R

�@IKJLI�� 	 � T[�?�!�MR5���U� � jë� �!� h
+-, `_sGXq.:936820; v�Y3`c/{2xXq\[Y1]W68476 ]c/R9

ax3 + bx2 + cx + d = 0
� [ 20@r@r]¡VqY3`c4j]_\?]7@r@r]7;G9_k	20; gL.p/{X?VqVa2G/{]_Y

a 6= 0
k

4_.:Y(/{68;?2x;pew, `csGXq.L916A2x;
/3]7Y}.:6A9(]7;
mn.:6A9>\[]�\[]7uxY3`
2
]j9ëY1]7e8f7gx]7Y}.:6A9I\?XpVq.0Y1.0u0Y}.:V?Cq]>V?Y1`_47`_\[]_;x9c�


 � ; � � ��6�� �[?�A ?V='? � ����EL�J���d^�G��)^�GX��E�E1� � F ��� �V
���� 	�KT� a 	 GX�V
 � 	���
���� x′ = x+ b
3

N ��� 	���GXE 
�GP	Q	���
����)^�G��
a = 1��E ^�G��

b = 0 R
<ë68;q/36 k e , `_sGXq.:936820;�sGX�, 68e!;q20Xq/^mn.0X[9¡Y1`_/320Xq\[Y1]r\[]7g568]7;G9

x3 + cx + d = 0
k 4j]=sGX?6-]c/R9zsGXq.0;q\E@ �_@r]�.èV?Y16A2xY36

V?e8Xq/r/36A@rV?e8]0�-+!, 6t\[`7]
V	20X?Yrmn.06AY1]
47]7et.É]c/R9B\[]Ì4}C?]_Y14}C?]_Y
x
/320Xq/zet.Ém 2xY3@r]

p + q
k�]7; ]c/{V	`7Y}.:;G9BsGX?]
47]_476ë\[20;?;q]

/3Xon=/3.0@r@�]_;G9r\[]èe86AZ	]7Y393`èV	20X?YBV	20Xqg02068Yr6A@rV	2x/3]7YB.:X @r2068;q/�X?;?] .0X[93Y1]
4720;q\?6Â916A2x; /3X?Y
p
]j9
q
]j9=2xZ[93]_;?68Y�Xq;

V?Y120ZqeAf_@�]^V?e8Xq/ë/36A@rV?e8]0�us-;Ì/{X?Za/R916Â91Xq.:;G9
p+ q

v
x
k?ew, `_sGXq.L916A2x;
\?]7g56A]_;G9(%

p3 + q3 + (p+ q) (3pq + c) + d = 0
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+U.r4720;q\[6A936820;Ì/3X?V?V?e8`7@r]_;x9}.:68Y3]�sGX?]lew, 2x;è.06A@r]_Y1.06Â9I6A@rV	2x/3]7Yë/3X?Y

p
]j9
q
]_/{9

3pq + c = 0
�a~h;
20Z[916A]_;x9>.06A;a/{6Pe8]

/3i[/R91f7@r]�/{X?68gL.:;G9ë\[20;G9(X?;?]W/320e8X[916A2x;pgL.r;?2xXq/(\[20;q;?]7Y(X?;q]l/320e8X[916A2x;
\[]�;q2:93Y1]l`_sGXq.:936820;è\[]W\[`7Va.:Y39_�
{

3pq = −c
p3 + q3 = −d
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WE����T��� R�
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�E � �I�O	��J��Y
� F ���BE R � �T��EL�J���!^�G�� 
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d2

4 + c3

27 > 0
N �T� ����EL�����BEU��bc��Y�EL����� �>���BE'	�K��_Y���E�E1� �>��E���� F �)GX��� 
���� GXE����T� �>� Z �
^�G�K�EL����� x3 + cx+ d = 0 R

~h; V	]7X[9�@�2x;G93Y1]7Y¡sGX?]�/36 d2
4 + c3

27 > 0
k .0eA2xY1/let. /320e8X[936820; sGX?]=ew, 20; .è91Y32xX?g0`BV?Y1`_47`_\[]_@r@�]_;G9¡]_/{9¡]7;�mn.06Â9

ew, Xq;?68sGX?]W/320e8X[916A2x;è\?]�e , `_sGXq.:936820;��o`³e¤/{Xonr9ëV	20X?Yh4j]7et.r\P, `j93Xa\[6A]_Y>et.zm 20;q4j936820;
f
\?`B_q;?68]�Vq.0Y

f (x) = x3 + cx+ d
�

$^.:;q/he8]r4_.0/h2�� d2

4 + c3

27 = 0
k�e , `j91Xq\[]r\[]�e8.�m 20;q4j936820;E@�2x;G93Y1]zsGX�, 6AeÈi .p]7; mn.06Â9W\[]_X[|É/320e8X[936820;q/_k�4j]7e8e8]�\[2x;?;?`_]

Vq.0Yre8.E@r`j93Cq25\?]
VqY3`c4j`_\?]7;G93]èsGX?6(]_/{9 −2
√

−c
3 = −2 3

√
d
2

D
c
]c/R9B6t4j6Im 20Y}4j`_@r]7;G9�Xq; ;?2x@¡Z?Y1]
;?`7uG.L936Am1Tz]j9BX?;q]

.0X[93Y1]BsxXq6-]_/{9 √−c
3 = 3

√
d
2

�!D [ ]_/W\?]7X[|�/{2xeAX[916A2x;q/l;�, ]7; /320;G9�]7;�mn.:6A9zsGX�, X?;?]=\?.0;q/�e8]=47.x/^93Y1f_/�Vq.0Y{916847X?e86A]_Y�2��
c = d = 0

Tj�	+U]z\[]_Y3;q6A]_Yh47.x/hsGX?6¤]_/{9 d2

4 + c3

27 < 0
]c/R9^Za]c.:Xq4720X?V VqeAXq/>m Y1Xq/R91Y1.0;G9_��~h;ÉVa]_X[9^@r2x;x91Y3]_Yë]7;a4j20Y1]W]_;
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f
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v
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93Y1206t/{68f7@r]�\[]_u0Y1`0�

 � ; � � ��6����[?�A ?��[?�� ���W� � ��� ^�G��O��K �I��E ��� F �)	 �J��	���
��
� ��
WE � �c	 GX�V
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+-, `_sGXq.:936820;ÌvBY1`_/320Xq\?Y3]�6t4j6 ]_/{9

ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = 0
]j9^4j20@r@r]¡\P, Cq.0Z?6Â91Xq\[]z20;ÌgL.B/{XqV?Va2G/{]_YhsGX?]

a 6= 0
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 �IM�K����J� GX�.Y ��KT� � � �>���BE F � ��K��W��KQ����� ^�G�� � Z ���	��J��Y��V
����JK�N �T�>	���GXE 
WGP	�	���
����_^�G��
a = 1

��E
b = 0 R

+-, `_sGXq.:936820;
v¡Y1`_/320Xq\?Y3]^\[]7g568]7;G9ë.:e820Y}/
x4 + cx2 + dx+ e = 0

�tqÈ20X?Ydmn.:68Y1]l47]7et.?k520;p6A;G91Y32[\[X?6A9(X?;
Vq.:Y}.:@rfj91Y3]
t
DnsGX?]�ew, 2x;pgL.B4}C?2x68/36AY¤�RXq\?68476A]_Xq/{]_@r]7;G9ëVq.:Y(et.r/{Xq6Â91]cTd]j9ëew, 20;
Y3`_`_4jY16A9Iew, `_sGXq.L916A2x;
/320Xa/Ie8.zm 20Y1@r]�/{X?68gL.:;G93]+%

(
x2 + t

)2 −
[
(2t− c)x2 − dx+

(
t2 − e

)]
= 0
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WE E\��� ^�G��
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(
t2 − e

)
= d2 6= 0

N K����T��
 ���!K 


(2t− c)x2 − dx+
(
t2 − e

)
= (2t− c)

(
x− d

4t− 2c

)2
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d 6= 0 � K�ELE\����EL����� K�Ga
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$h20;q4¡20;É/_, .:9{9}.0sGX?]zv=e , `_sGXq.:936820;
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n + . . .+ a0
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xk − yk = (x− y)
(
xk−1 + yxk−2 + y2xk−1 + ...+ yk−2x+ yk−1

)

� � F � F GX���
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ĀB

\[`c/{68u0;?]
et.�\?68/{91.0;q4j]è.:e8u0`_Z?Y36tsGX?]è\[]
A
v
B
� [ ]_e8.�/{68u0;q6m_q]ÌsGX?]
e , 20; 4}C?2x68/36Â9B.:Y1Z?6A93Y}.:68Y3]_@r]7;G9zX?; /3]7;q/

/3X?Y^e8.
\[Y1206A93]rsxXq6¤Va.0/1/{]�Vq.:Y
A
k
B
k
C
]j9
D
]79WsxXq]zew, 2x;E4720@rV[93]�e8]_/�\[6t/R9}.:;q47]_/hVa2G/{6A9368g0]_@r]7;G9l\q.:;q/l4j]r/3]7;q/^]j9

;?`_ux.:9368g0]7@r]_;x9W\?.0;q/�ew, .0X[93Y1]0�¤+�]BZ?68Y}.:V?V	20Y39¡\[]�sGXq.:93Y1]BVa2x6A;G91/W;?]�\[`_Va]_;q\�Vq.0/¡\[X /{]_;q/¡sGX?]Bew, 20; 4}C?2x68/36Â9WV	20XqY
2xY368]7;G93]_YI;?2:91Y3]�\[Y1206A93]BD � ��GX�J^�G���� �LTí�`³eqiB.l]_;q4j2xY3](X?;�V?Y32xZ?e8f7@r]ëvW\[6t/347X[93]_Y_�U`³e	/_, .:u06A9!\[X�4_.0/�2 �Be , X?;=\[]c/bsGXq.:93Y1](Va2x6A;G9}/!/3](93Y120X?gx]ëv�ew, 68;o_q;?6ÈD 68eq;q]
V	]7X[9ëVa.0/(ip]7;Ì.og02x6AY(\[]_X[|Pkq47.0Y(6Ae ;�, i
.BsGX�, Xq;è/3]7Xqe�Va2x6A;G9>vrew, 68;o_q;q6 /3X?Y(X?;?]W\[Y1206A93]�]79>sGX?]�e , 20;Ì.B/3X?V?V	2x/3`WsGX?]
;?2G/bsGXq.:93Y1]>V	2068;G91/d`j9}.:68]7;G9d\[6t/{9368;q4í9}/1Tj� �56�eA]^Va2x6A;G9(vWew, 68;o_q;q6	]c/R9

A
k[e8]_/d\[]_X[|�sGXq.:;G936A93`c/

ĀC
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ĀD

/320;G9b68;o_q;?68]_/
]79d2x;p4j2x;5gG68]7;G9(\[]^eA]c/d/368@�VqeA6p_q]7Y(e8]^Z?6AY}.:VqVa2xY{9d`j91.0;G9(.0eA2xY1/b/{68@rV?e8]7@r]7;G9 B̄D

B̄C

� $>]^@ �7@r]lVa2xX?YIeA]c/d.0X[93Y1]_/dV	2068;G91/_�

qÈ20X?YhV?Y120X?gx]7Y>sGX?]zeA]zZ?6AY}.:VqVa2xY{9>]c/R9^6A;5gL.:Y16t.:;G9ëVq.:YhC?20@r2xu0Y}.:V?C?68]0kq20;É4720@r@r]7;q47]WVq.:Yh`j91Xq\[68]7Y^eA]zV?Y32xZ?e8f7@r]
/3X?68go.0;G9_�¤~h; 4720;q/368\?f7Y1]=\[]7X[| \[Y1206A93]c/W/{`c47.0;x91]_/

D
]79
D′ kU]79¡20; .0V?Va]_eAe8] T e8]7X?YWV	2068;G9z\P, 6A;G91]7Y}/{X?Za/{]c4í936820;U�È~h;

4720;q/368\?f7Y1]=`7uG.:e8]7@r]7;G9¡X?; Va2x6A;G9
O
]j|591`7Y16A]_X?YzvE4j]_/�\[]_X[| \[Y32x6Â91]_/_��~h; 93Y}.04j]p]7;q/3X?6A93]pe8.ÉVq.:Y}.:e8eAf_eA]pv

D
DnY3]c/{V��

D′ T¡Vq.0/1/3.0;G9zVq.0Y O sxXq]pew, 2x; .0V?Va]_eAe8]
DO

D Y1]_/3V��
D′
O

Tí�!~h; ;q2:93]
S
e8]
Va2x6A;G9B\P, 68;G93]_Y1/3X?Zq/3]_4j936820; \[]

D
]79r\?]

D′
O

]j9
S′ 47]7e8X?6b\[] D′ ]79z\[] DO

�-~h; 4}C?206t/36Â9¡@B.06A;G93]_;q.:;G9
A
X?; Va2x6A;G9zsGX?]_e84720;qsGX?]p\[]

D
]j9z20; .:VqVa]_eAe8]

A′ew, 68;G93]_Y1/3X?Zq/3]_4j936820;p\?]�e8.r\[Y1206A93]
(AO)

.og0]c4>et.B\[Y1206A93]
D′ �



�t� �u� � � � �����Y� 
'��� � ����	�� ó/�5ó

T

S
S’

A

A’
O

D

D’

D′
O

DO


 � ; � � ��6����'?�@%?
�'?�� �T��EL�J���_^�G�� � Z ��� K>��K �J����K�EL�����
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